
































































































































































































 4
9 

Глава II. Тригонометрические формулы. Тригонометрические функции  
 
Особенностью изложения материала главы II является то, что сначала (в §§ 

7–9) изучаются тригонометрические функции угла с опорой на геометрические 
иллюстрации и факты. Подчеркнём, что аргументом у этих функций является 
угол. Все их свойства доказываются для углов, решаются задачи на нахождение 
всех углов, удовлетворяющих некоторым равенствам или неравенствам. Только в 
§§ 10–11 речь идет о тригонометрических функциях числового аргумента и о 
решении тригонометрических уравнений и тригонометрических неравенств, в 
которых неизвестным является число, а не угол.   

Изложения тригонометрического материала в учебнике таково, что все 
формулы доказываются с минимальной опорой на геометрию сначала для синуса 
и косинуса, а потом для тангенса и котангенса.  

Все формулы сложения и следствия из них в учебнике доказаны, но термин 
«формулы приведения» в учебнике не используется по двум причинам. Во-
первых, эти формулы появляются постепенно по мере их доказательства, а во-
вторых, правило для запоминания формул (мнемоническое правило) является 
лишь методическим приемом, который описан в дидактических материалах и 
будет применяться учителем тогда, когда учитель посчитает это целесообразным. 

Функциональная линия учебника продолжается изучением 
тригонометрических функций, их свойств и графиков. Линия уравнений и 
неравенств — решением тригонометрических уравнений и неравенств.  

При профильном обучении предусмотрено изучение арксинуса, 
арккосинуса, арктангенса, формул для них, следствий из формул сложения, не 
предусмотренных при обучении на базовом уровне, а также специальных приемов 
решения тригонометрических уравнений и неравенств.  

Отметим, что в стандартах эти понятия не предназначены для изучения на 
базовом уровне. Но совершенно очевидно, что, не сформировав у учащихся 
представления об арксинусе, арккосинусе и арктангенсе, нельзя считать, что мы 
научили их решать даже простейшие тригонометрические уравнения, которые на 
базовом уровне должны изучаться. Нельзя же считать ученика обученным 
решению простейших тригонометрических уравнений, если он умеет решать 
уравнение sin x = 0,5, но не умеет решать уравнение sin x = 0,6. 

В результате изучения главы II учащиеся должны знать основные 
определения, свойства и формулы, связанные с тригонометрическими функциями, 
уметь по значению одной из функций находить значения остальных, 
преобразовывать несложные выражения, содержащие тригонометрические 
функции, применяя изученные формулы, знать свойства и уметь строить графики 
функций у = sin х, у = cos х, у = tg х, у = ctg х, уметь решать простейшие 
тригонометрические и сводящиеся к ним уравнения и неравенства. 

§ 7. Синус и косинус угла  

7.1. Понятие угла  
В данном пункте вводятся понятия положительных и отрицательных углов, 

нулевого угла. При рассмотрении данного пункта удобно использовать 
окружность единичного радиуса, которая в п. 7.3 будет названа единичной 
окружностью. Учащимся надо показать прием построения «табличных» углов 
(300, 450, 600, 900) и связанных с ними углов без транспортира, что позволит в 
дальнейшем быстрее находить значения тригонометрических функций, сводимых 
к значениям функций для «табличных» углов, а позднее хорошо решать 
простейшие тригонометрические уравнения и неравенства. Покажем, как это 
можно сделать.  

Учащиеся должны сначала научиться отмечать на единичной окружности 
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точки, соответствующие: 
а) углам 00, 900, 1800, 2700 (рис. 23, а), получаемым при пересечении осей 

координат с единичной окружностью; 
б) углам 450, 1350, 2250, 3150, получаемым при пересечении биссектрис 

координатных углов с единичной окружностью (рис. 23, б); 

в) углам 300, 1500, 2100, 3300, получаемым при пересечении прямых y = 
2

1
 и 

y = –
2

1
 с единичной окружностью (рис. 23 в); 

г) углам 600, 1200, 2400, 3000, получаемым при пересечении прямых x = 
2

1
 и 

x = –
2

1
 с единичной окружностью (рис. 23, г). 

Умея строить указанные точки легко построить соответствующие им углы и 
тем самым выполнить задание 7.11. При этом нужно отметить требуемые углы 
дугами (как на рис. 76 учебника) или, обозначив построенные точки буквами, 
сделать поясняющие записи в виде AOB = 900 (рис. 23, а).  

Чтобы обосновать, что точка B, изображенная на рисунке 23 (в), 
соответствует углу 300, достаточно опустить из этой точки перпендикуляр ВС на 
ось Ox (рис. 23, д). Тогда в прямоугольном треугольнике BOC катет ВС равен 
половине гипотенузы ОB. Поэтому угол СOB, лежащий против этого катета, 
равен 300. Аналогично дается обоснование для рисунка 23 (г). 

Рис. 23 
Решения и комментарии 
7.13. Представьте следующие углы в виде   + 3600n, где 00      3600, n 

— некоторое целое число: в) 6000; г) –9000. 
Решение. в) 6000 = 2400 + 36001; г) –9000 = 1800 + 3600(–3). 

7.2. Радианная мера угла  

Сначала напомним старинное мнемоническое правило, позволяющее 
воспроизводить первые десятичные знаки иррационального числа  . В следующей 
фразе число букв в каждом слове дает цифру десятичной записи числа  : «Кто, и 
шутя и скоро, стремится пи узнать — число уже знает». Получается: = 
3,1415926535… . 

При изучении данной темы обычно наблюдается недопонимание учащимися 
необходимости выражать радианную меру угла через число  . Чтобы снять 
всякие сомнения на этот счет, можно провести такое рассуждение. 

Отметим на единичной окружности точки, соответствующие углам в 1, 2, 3, 
4, 5, 6 радиан. Для этого надо откладывать от точки А в направлении против 
часовой стрелки на окружности 1, 2, 3, 4, 5, 6 раз дугу, длина которой равна 
радиусу окружности. Так как длина окружности радиуса 1 равна 2     6,28, то 
полный оборот содержит больше 6 радиан (рис. 24, а).  
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Рис. 24 
Если продолжить откладывание в том же направлении на этой окружности 

дуг длиной в 1 радиус, то возникает иллюзия, что через некоторое (возможно 
большое) число шагов новое деление на окружности, соответствующее углу в 
некоторое число радиан, совпадет с каким-нибудь из отмеченных ранее делений. 
Однако этого не произойдет, как бы долго мы не продолжали откладывать в том 
же направлении эти дуги. Докажем это методом от противного. 

Предположим, что на n-м шаге мы отметили на окружности точку N, 
соответствующую углу в n радиан, n — натуральное число, (рис. 24, б). Затем 
продолжили откладывание в том же направлении дуг длиной в 1 радиус и на 
каком-то шаге обнаружили, что точка, соответствующая углу в m радиан, совпала 
c уже отмеченной точкой N. Для этого пришлось сделать k (k   0) полных 
оборотов. Тогда справедливо равенство m – n = 2k  , k   N, из которого следует, 

что   = 
k

nm

2


. 

Получено противоречие: число  , оказалось равным обыкновенной дроби. 
Но как известно, число   — иррациональное число, т. е. оно не может быть 
равным обыкновенной дроби. Следовательно, предположение, что на каком-то 
шаге новое деление, соответствующее углу в m радиан, совпадет со старым 
делением, соответствующим углу в n радиан (m и n — натурального числа), 
неверно.  

Заметим, что в приведенном рассуждении мы нигде не пользовались тем, 
что m и n — натурального числа, т. е. если точка N получена при откладывании p 

раз 
q

1
 части дуги в 1 радиан, то она не может совпасть ни с какой другой точкой, 

полученной при откладывании r раз 
q

1
 части дуги в 1 радиан, (

q

p
   

s

r
, где p, q, r, 

s — натурального числа). Такое рассуждение можно провести при решении 
задачи 7.39 (б). 

Теперь становится ясным, что при использовании радианной меры без числа 
  и его долей обойтись невозможно. На рисунке 24 (в) показаны точки, которые 
на рисунке 23 (а) соответствовали углам в 00, 900, 1800, 2700. Теперь они 

соответствуют углам в 
2

 ,  , 
2

3 , 2   радиан. Запоминанию этих углов (и 

следующих за ними) помогает «считалочка»: показывая точки на окружности, 
говорим: «раз пи на два, два пи на два, три пи на два, …». Аналогичный прием 

помогает при поиске точек, соответствующих углам в 
4

 , 
2

 , 
4

3 ,  , … (радиан).  

Теперь, установив равенство:   радиан = 1800 и разделив его сначала на  , 
потом на 180, получим соотношения, которые надо запомнить:  

1 радиан = 
0180


;       

180

  радиан = 10. 
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С их помощью можно переводить градусную меру в радианную и обратно. 

Например, 1350 = 13510 = 135
180

  радиан = 
4

3  радиан; 
6

5  радиан = 
6

5 1 радиан 

=  

= 
6

5 
0180


= 1500. В этих равенствах слово «радиан» обычно опускают и пишут 

коротко:  1350 = 
4

3 , 
6

5  = 1500. 

Решения и комментарии 
7.22. Запишите в виде   + 2 n, где n — некоторое целое число (0       

2  ) следующие углы: а) 6,5  ; б) 
2

9
 ; в) –12

3

1
 ; г) –17

6

1
 . 

Решение. а) 6,5   = 0,5   + 6  ; б) 
2

9
  = 

2

1
  + 4  ; в) 1

3

2
  – 14  ; г) 

6

5
  –  

– 18  . 
Промежуточный контроль. С–24, С–25. Эти работы рассчитаны на 

обучение «чтению» точек единичной окружности, соответствующих 
«табличным» углам, а также на подготовку учащихся к записи ответов при 
решении простейших тригонометрических уравнений. При выполнении 
самостоятельной работы 25 учащиеся могут писать лишь правильные ответы, не 
делая пояснений, аналогичных тем, что имеются в п. 25 дидактических 
материалов. 

7.3. Определение синуса и косинуса угла  

В данном пункте нужно сначала повторить все сведения из тригонометрии 
прямоугольного треугольника, необходимые в дальнейшей работе: определения 
тригонометрических функций острого угла прямоугольного треугольника, 
нахождение двух сторон этого треугольника по одной его стороне и острому углу, 
вывод табличных значений синуса и косинуса для углов 300, 450, 600. При этом 
надо обратить внимание учащихся на тот факт, что большая часть 
тригонометрического материала, которую действительно лучше помнить, легко 
усваивается с опорой на наглядные образы, различные мнемонические правила, 
что запоминание фактов тригонометрии в виде таблиц является наименее 
продуктивным и опасным с точки зрения правильного воспроизведения 
запомненного. 

В учебнике вводится понятие единичной 
окружности, синуса и косинуса угла  , 
рассматриваются свойства синуса и косинуса как 
функций угла  .  

Для того, чтобы в дальнейшем успешно 
решать простейшие тригонометрические 
уравнения, учащиеся должны научиться 
правильно изображать на единичной окружности 
точки, соответствующие значениям 
тригонометрических функций и в случае 
«табличных» значений уметь определять 
соответствующие значения аргументов этих 
функций. Достижению этой цели способствуют 
самостоятельные работы С – 26.  Рис. 25 

Обратите внимание учащихся на то, что точки первой четверти, 
соответствующие «табличным» значениям синуса и косинуса, надо строить так, 
как показано на рисунке 25. Эти точки находятся на пересечении с единичной 
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окружностью осей координат, биссектрисы угла AOB, прямых x = 
2

1
 и y = 

2

1
. 

Поэтому в тетради нужно рисовать единичную окружность радиусом 1 см или 2 
см, чтобы было удобно делить пополам их радиусы с помощью клетчатой бумаги. 

Применяя теорему Пифагора, из прямоугольных треугольников OMK и ONE 

найдём, что OK = NE = 
2

3
. Поэтому cos 300 = sin 600 = 

2

3
. Аналогично CF = OF 

=  

= 
2

2
. Поэтому sin 450 = cos 450 = 

2

2
.  

Следующий этап изучения тригонометрических функций — формирование 
понятий синуса и косинуса произвольного угла.  

Для успешного освоения тригонометрии произвольного угла важно научить 
школьников определять значения тригонометрических функций по точке 
единичной окружности, соответствующей углу, и по значениям 
тригонометрических функций отмечать на единичной окружности точки и 
определять соответствующие им углы. Последнее умение, по сути, есть умение 
решать простейшее тригонометрическое уравнение. Только пока ставится задача 
не решить уравнение, а найти, например, все такие углы  , для каждого из 
которых справедливо равенство sin � = 0 (см. задание 7.26, а). 

Решения и комментарии 
7.30. Вычислите, сделав рисунок: а) sin 120о; в) sin 135о.  
Сделав рисунок 26, учащиеся поймут, что sin 1200 = sin 600, sin 1350 = 

sin 450. Затем, используя табличные значения, получат ответ: sin 1200 = 
2

3
, 

sin 1350 =  

= 
2

2
. 

Представляется целесообразным научить школьников решению таких задач 
до того, как они научатся на следующих уроках применять формулы в 

преобразованиях. Например, sin 1200 = sin (1800 – 600) = sin 600 = 
2

3
.  

Рис. 26 
7.35. Найдите синусы и косинусы следующих углов, где k — любое целое 

число: а) 
2


 + 2  k.  

Сначала по записи данных углов учащиеся должны построить точку 

единичной окружности, соответствующую углам  k = 
2


 + 2 k, где k   Z, а 

потом определить, что sin  k = 1, cos  k = 0.  
7.46 – 7.47. При выполнении этих заданий надо опираться на умение строить 

точки единичной окружности, соответствующие данным углам, и находить 
значения синуса или косинуса данного угла, исходя из определения, так как 
свойства sin (– ) = –sin   и cos (– ) = cos   еще не изучены. 
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Промежуточный контроль. С–26. 

7.4. Основные формулы для sin α и cos α  

В данном пункте с опорой на ранее изученные факты — уравнение 
окружности, свойства координат точек единичной окружности, симметричных 
относительно оси Ox, относительно начала координат — доказаны основное 
тригонометрическое тождество  

 sin2   + cos2   = 1  (1) 
и формулы  

 sin (– ) = –sin  , (2) 
 cos (– ) = cos  , (3) 
 sin (  + 2 π k) = sin  , k   Z, (4) 
 cos (  + 2 π k) = cos  , k   Z, (5) 
 sin ( π  +  ) = –sin  , (6) 
 cos ( π +  ) = –cos  . (7) 
Некоторые другие формулы, например, sin ( π  �–  ) = sin  , cos ( π � –�  ) 

= –cos  , могут быть доказаны как следствия формул (2) – (7) (см. задание 7.68). 
Например,  

sin ( π  �–  ) = sin ( π  + (�– )) = –sin (�– ) = sin  . 
Это умение проверяется в самостоятельной работе С–27. Кроме того, там 

проверяется умение школьников находить значения одной из заданных функций 
(sin   или cos  ) по заданному значению другой и выполнять упрощения 
выражений с применением формул (1) – (7).  

Решения и комментарии 

7.54. а) Вычислите sin  , если cos   = 
4

1
, 0 <   < 

2

 . 

Так как sin2   = 1 – cos2   = 1 – 
16

1  = 
16

15  и 0 <   < 
2

 , то sin   > 0. Поэтому  

sin   = 
16

15  = 
4

15 . 

При решении этой задачи лучше избегать записи: sin � = 2cos1 , так 

как, имея опыт вычисления корней квадратного уравнения по формуле 
a

Db

2


, 

учащиеся могут подумать, что имеется два значения sin �, отвечающих условию 
задачи, а это не так. 

7.64. Расположите в порядке возрастания числа: а) sin (–550), sin 6000, 
sin 12950. 

Выразим синусы данных углов через синус углов из первой четверти: 
sin (–550) = –sin 550, 
sin 6000 = sin (2400 + 3600) = sin 2400 = sin (1800 + 600) = –sin 600,  
sin 12950 = sin (2150 + 33600) = sin 2150 = sin (1800 + 350) = –sin 350. 
Так как углы 550, 600 и 350 принадлежат первой четверти, в которой 

большему углу соответствует больший синус, то sin 350 < sin 550 < sin 600. Но 
тогда –sin 350 > –sin 550 > –sin 600, поэтому sin 12950 > sin (–550) > sin 6000. 

7.65. Сравните: а) sin 910 и sin 920. 
910 и 920 — углы второй четверти, в которой большему углу соответствует 

меньший синус, поэтому sin 910 > sin 920. 
7.66. Сравните: а) cos 1010 и cos 1570. 
1010 и 1570 — углы второй четверти, в которой большему углу 

соответствует меньший косинус, поэтому cos 1010 > cos 1570. 
7.67. Сравните: а) cos 1,6 π  и cos 1,68 π . 
1,6 π  и 1,68 π  — углы четвертой четверти, в которой большему углу 
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соответствует больший косинус, поэтому cos 1,6 π  < cos 1,68 π . 
7.71 – 7.72. Эти задания готовят учащихся к решению простейших 

тригонометрических уравнений для «табличных» углов. 
7.73 – 7.74. Эти задания готовят учащихся к введению понятий арксинуса и 

арккосинуса числа. Для выполнения заданий д) и е) лучше брать единичную 
окружность радиуса 1,5 см или 3 см. Тогда точки единичной окружности, 
соответствующие углу  , будут указаны точнее. 

Промежуточный контроль. С–27. 

7.5. Арксинус 

В данном пункте учебника дано определение арксинуса числа а, из которого 
получается формула sin (arcsin a) = a, справедливая для каждого а такого, что  
–1   a   1.  

Отметим, что перед введением понятия арксинуса и для мотивации его 
введения полезно давать задания (7.75): 

— Найдите угол   из промежутка [–
2

 ; 
2

 ], синус которого равен 1; 

— найдите угол   из промежутка [–
2

 ; 
2

 ], синус которого равен –1 и т. п. 

После нескольких таких заданий надо сказать, что для упрощения этих 

формулировок оборот «угол из промежутка [–
2

 ; 
2

 ], синус которого равен числу 

a» заменяют на более короткий: «arcsin a». Теперь те же задания можно 
формулировать короче: 

— Найдите arcsin 1; 
— найдите arcsin (–1) и т. п. 
Далее рассмотрена задача 1: для данного числа a, такого, что |a| < 1, найти 

все углы  , для каждого из которых sin   = a. Ясно, что другая формулировка 
задачи: для данного числа a, такого, что |a| < 1, решить уравнение sin   = a, где 
неизвестное — угол  . Отметим, что углы измеряются обычно в радианах, хотя 
их можно измерять и в градусах).  

Здесь впервые получены формулы для таких углов: 
  = arcsin a + 2 π n, n   Z и   = π  – arcsin a + 2 π k, k   Z. 

Эти формулы в дальнейшем будут использованы для решения простейших 
тригонометрических уравнений. Здесь не стоит форсировать объединение 
получаемых формул в одну. Сначала учащиеся должны научиться решать 
уравнения, только потом (и даже не всегда) оказывается полезным объединять 
получаемые формулы в одну. 

Затем в этом пункте рассмотрены задачи, аналогичные задаче 1, но для  
|a| = 1 и |a| > 1. 

Решения и комментарии 

7.77. Имеет ли смысл запись: а) arcsin 
2

 ? 

Здесь учащиеся часто не видят подвоха. Они так 

часто вычисляли sin 
2


 и еще не привыкли к тому, что 

arcsin a существует лишь для a таких, что –1   a   1, 

поэтому иногда они считают, что выражение arcsin 
2


 

существует. Между тем 
2

  > 1, поэтому arcsin 
2


 не 
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существует и, следовательно, запись arcsin 
2


 не имеет смысла.  Рис. 27 

7.80. Сравните с нулем: а) arcsin 
3

1
; б) arcsin (–

3

1
). 

Если учащиеся обозначат 1  = arcsin 
3

1
 и, взглянув на рисунок 27, ответят: 

arcsin 
3

1
 > 0, то получат верный ответ, которого достаточно, если они отвечают на 

вопросы теста. Если же от них требуется обоснованное решение, то оно будет 
опираться на следующие рассуждения. 

Для любых углов 1  и 2 , таких, что –
2

    1  < 2    
2

 , справедливо 

неравенство sin 1  < sin 2  (п. 7.3 учебника). Для сравнения углов докажем 

обратное утверждение:  

Для любых углов 1  и 2  из промежутка 



 


2
;

2
 таких, что sin 1  < sin 2  

справедливо неравенство 1  < 2 . 

Предположим противное.  
1) Пусть 1  = 2 , тогда sin 1  = sin 2 , что противоречит условию  

sin 1  < sin 2 . 

2) Пусть 1  > 2 , тогда sin 1  > sin 2 , что противоречит условию  

sin 1  < sin 2 . 

Следовательно, 1  < 2 , что и требовалось доказать. 

Решение. а) Обозначим 1  = arcsin 
3

1
. Так как углы 0 и 1  из промежутка 





 


2
;

2
 и sin (arcsin 

3

1
) = 

3

1
 > 0 = sin 0, то arcsin 

3

1
 > 0 (рис. 27).  

б) Обозначим 2  = arcsin (–
3

1
).Так как углы 0 и 2  из промежутка 



 


2
;

2
 

и sin (arcsin (–
3

1
)) = –

3

1
 < 0 = sin 0, то arcsin (–

3

1
) < 0 (рис. 27).  

7.83. Задайте формулами все углы  , для каждого из которых: 

д) sin   = 
2

2
;  з) sin   = –

2

2
;  л) sin   = –

3

2
. 

Ответ. д)  k = 
4


 + 2 π k, k   Z;  n = 

4

3
 + 2 π n, n   Z (рис. 28). 

з)  k = –
4


 + 2 π k, k   Z;  n = –

4

3
 + 2 π n, n   Z (рис. 29); 

л)  k = arcsin 







3

2
 + 2 π k, k   Z;  n  = π  – arcsin 








3

2
 + 2 π n, n   Z (рис. 

30). 

 Рис. 28 Рис. 29 Рис. 30 
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Дополнительное задание. 1. Сравните arcsin 
3

1
 c числом 

4

 .  

Так как arcsin 
3

1
 и 

4

  углы из промежутка 



 


2
;

2
 и так как sin (arcsin 

3

1
) =  

= 
3

1
 < 

2

2
 = sin 

4

 , то arcsin 
3

1
 < 

4

 . 

2. Существует ли число x такое, что: а) arcsin x = 
6


;  б) arcsin x = 

6

5
. 

Если существует, то найдите его. 

Решение. а) x = 
2

1
; 

б) так как –
2

    arcsin x   
2

 , а 
6

5
 > 

2

 , то такого числа x не существует. 

7.6. Арккосинус  

Введение понятия арккосинуса можно мотивировать так же, как и введение 
понятия арксинуса. Для этого можно использовать задание 7.84. Только надо 
подчеркнуть принципиальное отличие: arccos a — это угол из промежутка  ;0 . 
Из определения арккосинуса получается формула cos (arccos a� = a, 
справедливая для каждого a, такого, что –1   a   1.  

Далее рассмотрена задача 1: для данного числа a, такого, что |a| < 1, найти 
все углы, для каждого из которых cos   = a. Здесь впервые получены формулы  

  = arccos a + 2 π n, n   Z и   = –arccos a + 2 π k, k   Z. 
Эти формулы в дальнейшем будут использованы для решения простейших 

тригонометрических уравнений. И здесь не стоит форсировать объединение 
получаемых формул в одну.  

Затем рассмотрены задачи, аналогичные задаче 1, но для |a| = 1 и |a| > 1. 
Решения и комментарии 

7.89. Сравните с числом 0,5 π : а) arсcos 
4

1
; б) arcсos (–

4

1
). 

Так как для любых углов 1  и 2 , таких, что 0   1  < 2    π , справедливо 

неравенство cos 1  > cos 2  (п. 7.3 учебника). Для 

сравнения углов методом от противного можно доказать 
обратное утверждение:  

Для любых углов 1  и 2  из промежутка [0; π ] таких, 

что cos 1  > cos 2  справедливо неравенство 1  < 2 . 

Решение. а) Обозначим 1  = arсcos 
4

1
. Так как углы 

0,5 π  и 1  принадлежат промежутку [0; π ] и так как  

cos 1  = 
4

1
 > 0 = cos 0,5 π , то arсcos 

4

1
 < 0,5 π  (рис. 31).  Рис. 31 

б) Так как углы 0,5 π  и 2  принадлежат промежутку  

[0; π ] и так как cos 2  = –
4

1
 < 0 = cos 0,5 π , то arсcos (–

4

1
) >  

> 0,5 π  (рис. 31). 
7.90. а) С помощью арккосинуса выразите все углы 

промежутка [–
2

 ; 
2

 ], соответствующие отмеченным точкам 

единичной окружности (рис. 32).  Рис. 32 
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Ответ. а)  1 = arccos 
2

1 ,  2 = – arccos 
2

1 . 

7.93. Задайте формулами все углы  , для каждого из которых: 

е) cos   = 
2

3 ;  з) cos   = –
2

2 ;  м) cos   = 
6

1 .  

Ответ. е) k  = 
6


 + 2 π k, k   Z; n  = –

6


 + 2 π n, n   Z; 

з) k  = 
4

3  + 2 π k, k   Z; n  = –
4

3  + 2 π n, n   Z; 

м) k  = arccos 
6

1  + 2 π k, k   Z; n  = –arccos 
6

1  + 2 π n, n   Z. 

Дополнительные задания. 1. Сравните с нулем arccos 
15

8
. 

Так как 0   arccos a   π  для любого a   [–1; 1] и arccos 
15

8
   0, то 

arccos 
15

8
 > 0. 

2. Существует ли число x такое, что:  

а) arccos x = 
3


;  б) arccos x = –

3


. 

Если существует, то найдите его. 

Решение. а) x = 
2

1
; 

б) так как 0   arccos x    , а –
3


 < 0, то такого числа x не существует. 

Промежуточный контроль. С–28.  

7.7. Примеры использования арксинуса и арккосинуса 

В данном пункте рассмотрено применение арксинуса и арккосинуса для 
нахождения всех углов, для каждого из которых справедливо неравенство  
sin   > a (sin   < a); cos   > a (cos   < a). Тем самым подготовлена база для 
изучения решения простейших тригонометрических неравенств для синусов и 
косинусов. Ясно, что это другая формулировка задачи: для данного числа a 
решите неравенство sin   > a (sin   < a); cos   > a (cos   < a), где неизвестное — 
угол  . Отметим, что углы здесь обычно измеряют в радианах, хотя их можно 
измерять и в градусах. 

Главная трудность в решении рассматриваемых задач заключается в 
правильном изображении соответствующих точек единичной окружности — 
границ промежутков и в правильном чтении получаемых промежутков.  

Решения и комментарии 
В заданиях 7.94 – 7.96 по сути требуется решить простейшие 

тригонометрические неравенства, но задача 
формулируется в других терминах. Здесь 
использованы все «табличные» значения sin   и 
cos  , а в задании 7.97 надо использовать арксинус 
или арккосинус числа.  

7.97. а) Найдите все такие углы  , для 

каждого из которых sin   > 
4

1 .  

Сначала найдем углы из промежутка [0; π ], 

для каждого из которых sin   = 
4

1 : это углы  1 =  
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= arcsin 
4

1  и  2 = π  – arcsin 
4

1  (рис. 33).  Рис. 33 

Теперь найдем все искомые углы  , для каждого из которых sin   > 
4

1  (им 

соответствуют точки дуги единичной окружности, выделенные жирной линией): 

arcsin 
4

1  + 2 π k <   < π  – arcsin 
4

1  + 2 π k, k   Z. 

7.98. а) Найдите все такие углы  , для каждого из которых sin   < 1.  
Очевидно, что условию sin   < 1 удовлетворяют все углы 

 , кроме таких   = n , для которых sin n  = 1, т. е. кроме  

 n = 
2

  + + 2 π n, n   Z (на рисунке 34 точки единичной 

окружности, соответствующие таким углам, выделены жирной 
линией). Итак,   — любой угол, отличный от углов n , или 

коротко:     
2

  + 2 π n, n   Z. 

Ответ можно записать иначе, как в учебнике:  

 
2

  + 2 π n <   < 
2

5
 + 2 π n, n   Z. Рис. 34 

7.8. Формулы для арксинуса и арккосинуса 

В данном пункте доказаны формулы:  
 arcsin (–a) = –arcsin a, |a|   1, 
 arccos (–a) = π  – arccos a, |a|   1, 

 arcsin (sin  ) =  ,     



 


2
;

2
,  

 arccos (cos  ) =  ,      ;0 . 
Здесь же показаны решения задач, связанных с вычислением arcsin (sin  ) 

для     



 


2
;

2
, а также arccos (cos  ) для      ;0 . 

Решения и комментарии 

7.103. Вычислите: г) arccos (cos (–
4

 )); д) arcsin (sin 
6

5 ). 

Решение. г) arccos (cos (–
4

 )) = arccos (cos 
4

 ) = 
4

 , так как 
4

     ;0 ; 

д) arcsin (sin 
6

5 ) = arcsin (sin 
6

 ) = 
6

 , так как 
6

    



 


2
;

2
. 

7.104. Вычислите: г) arcsin (sin 9); д) arccos (cos 9). 
Решение.  

г) arcsin (sin 9) = arcsin (sin (3   – 9)) = 3   – 9, так как 3   – 9   



 


2
;

2
; 

д) arccos (cos 9) = arccos (cos (9 – 2  )) = 9 – 2  , так как 9 – 2      ;0 . 
Дополнительное задание. 1. Вычислите:  
а) arccos (sin 0,8  );  б) arcsin (cos 2). 
Решение. а) Выразим sin 0,8   через косинус угла из промежутка  ;0 :  

sin 0,8   = sin (
2

  + 0,3  ) = cos 0,3  . Так как 0,3    [0;  ], то  

 arccos (sin 0,8  ) = arccos (cos 0,3  ) = 0,3  . 

б) Выразим cos 2 через синус угла из промежутка 



 


2
;

2
:  

cos 2 = sin (
2

  – 2). Так как 
2

  – 2  



 


2
;

2
, то  
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 arcsin (cos 2) = arcsin (sin (
2

  – 2)) = 
2

  – 2. 

§ 8. Тангенс и котангенс угла  

8.1. Определение тангенса и котангенса угла 

Введению тангенса и котангенса произвольного угла должно предшествовать 
повторение определений тангенса и котангенса для острого угла, повторение 

табличных значений тангенса и котангенса для углов 300, 450, 600 (
6


, 

4

 , 
3

  

радиан). 
В данном пункте учебника вводятся понятия 

тангенса и котангенса угла  , показывается применение 
осей тангенса и котангенса для наглядного 
представления числовых значений этих функций угла  . 
Здесь, как и при введении синуса и косинуса угла, надо 
начать с определений этих функций для острого угла 
прямоугольного треугольника, получить все 
«табличные» значения этих функций, показать эти 
значения на оси тангенса и оси котангенса (рис. 35, 36). 
Учащиеся должны научиться по заданному 
«табличному» значению tg   и ctg   показать 
соответствующие точки единичной окружности, уметь 
записать один из углов, соответствующих этой точке, и 
все такие углы.  

Решения и комментарии  Рис. 35 
8.9. Отметьте на оси тангенсов точки, соответствующие числам 0; 1; –1; 2;  

–2; 3 ; – 3 ; 
3

3 ; –
3

3 . 

Пользуясь единичной окружностью и линейками клетчатой бумаги, 
учащиеся должны расположить данные числа 
на оси тангенсов как на рисунке 35. 

8.13. Отметьте на оси котангенсов точки, 
соответствующие числам 0; 1; –1; 2; –2; 3 ;  

– 3 ; 
3

3 ; –
3

3 .  

Пользуясь единичной окружностью и 
линейками клетчатой бумаги, учащиеся 
должны расположить данные числа на оси 
котангенсов так, как на рисунке 36.  Рис. 36 

Умение решать задачи 8.9 и 8.13 поможет учащимся научиться решать 
простейшие тригонометрические уравнения tg x = a и ctg x = a, а также освоить 
новые понятия — арктангенса числа и арккотангенса числа.  

8.16. Сравните:  
д) tg 1 и tg 2;  е) tg 2 и tg 3;  ж) сtg 1 и сtg 2;  з) сtg 2 и сtg 3;  и) tg 1 и сtg 2; 
Решение. д) Так как угол в 1 радиан — угол первой четверти, а угол в 2 

радиана — угол второй четверти, то tg 1 > 0, а tg 2 < 0, поэтому tg 1 > tg 2; 

е) так как углы в 2 и 3 радиана — углы из промежутка 





 

2

3
;

2
, где функция 

tg   возрастает и 2 < 3,то tg 2 < tg 3; 
ж) так как углы в 1 и 2 радиана — углы из промежутка (0; π ), где функция 

сtg   убывает и 1 < 2, то ctg 1 > ctg 2; 
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з) так как углы в 2 и 3 радиана — углы из промежутка (0; π ), где функция 
сtg   убывает и 2 < 3, то ctg 2 > ctg 3; 

и) Так как угол в 1 радиан — угол первой четверти, а угол в 2 радиана — 
угол второй четверти, то tg 1 > 0, а сtg 2 < 0, поэтому tg 1 > сtg 2. 

Лучшему усвоению изученного материала помогает самостоятельная работа 
С–29 из дидактических материалов. 

Промежуточный контроль. С–29.  

8.2. Основные формулы для tg α и ctg α  

В этом пункте доказаны основные формулы для tg  �и ctg  : � 
 tg (– ) = –tg  ,  (1) 
 tg (  + π n) = tg  , n   Z, (2) 
 ctg (– ) = ctg  , (3) 
 ctg (  + π n) = ctg  , n   Z, (4) 

 tg  ctg   = 1,   
2

k
 , k   Z, (5) 

 tg2   + 1 = 
2cos

1 ,   
2


  + π k, k   Z, (6) 

 ctg2   + 1 = 
2sin

1 ,    π k, k   Z. (7) 

Здесь выполняются задания на упрощение выражений с помощью 
изученных формул, на нахождение по заданному значению одной из функции 
sin  , cos  ,� tg  �и ctg   значений остальных функций. 

Решения и комментарии 

8.22. Вычислите: в) sin  , tg   и ctg  , если π  <   < 
2

3  и cos   = –0,6.  

Так как cos   = –0,6, то sin2   = 1 – cos2  = 1 – 0,36 = 0,64.  

Так как π  <   < 
2

3 , то sin   < 0, поэтому sin   = – 64,0  = –0,8. 

tg   �= 



cos

sin
 = 

6,0

8,0




 = 
3

4
; ctg � = 

tg

1
 = 

4

3
. 

И здесь лучше избегать записи sin   =  2cos1  по описанной выше 
причине. 

8.24. Упростите выражение1: ж) 



ctgctg

tgtg ;  з) 



22

22

sin

cos

tg

ctg .  

Решение. ж) 



ctgctg

tgtg  = 





























sin

cos

sin

cos
:

cos

sin

cos

sin  =  

= 






sinsin

cossincossin
:

coscos

cossincossin  = 
)cossincos(sincoscos

sinsin)cossincos(sin


  =  

= 



coscos

sinsin  = tg  tg  .  

з) 



22

22

sin

cos

tg

ctg  = 











2

2
2

2

2
2

cos

sin
sin

sin

cos
cos

 = 
























2
2

2
2

cos

1
1sin

sin

1
1cos

 =  
  


222

222

sin1cossin

cos1sincos  =  

=  
 


24

24

sinsin

coscos  = 



6

6

sin

cos  = ctg6  .  

8.27. Вычислите:  
а) tg (–800) + tg (–700) + tg (–600) + … + tg 600 + tg 700 + tg 800;  

                                                      
1 Здесь и далее углы   и   таковы, что данные числовые выражения имеют смысл. 
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в) tg (–800) tg (–700) tg (–600) … tg 600 tg 700 tg 800 = 0. 
Решение. 
а) tg (–800) + tg (–700) + tg (–600) + … + tg 600 + tg 700 + tg 800 =  
= –tg 800 – tg 700 – tg 600 – … + tg 600 + tg 700 + tg 800 = 0, так как сумма 

каждой пары слагаемых –tg   + tg   равна нулю, а средний член суммы tg 00 
тоже равен нулю. 

в) tg (–800) tg (–700) tg (–600) … tg 600 tg 700 tg 800 = 0, так как средний 
множитель в произведении tg 00 равен нулю. 

Промежуточный контроль. С–30.  

8.3. Арктангенс  

В данном пункте учебника дано определение арктангенса числа a, из кото-
рого получается формула tg (arctg a) = a, справедливая для любого числа a  R.  

Введение понятия арктангенса можно мотивировать так же, как и введение 
понятия арксинуса. Это можно сделать при выполнении задания 8.30.  

Далее рассмотрена задача: для данного числа a  R, найти все углы  , для 
каждого из которых tg   = a. Здесь впервые получена формула   = arctg a + π n,  
n   Z. 

Эта формула в дальнейшем будут использована при решении простейших 
тригонометрических уравнений. 

Решения и комментарии 
8.34. Сравните с нулем: а) arctg 1;    б) arctg (–1);    г) arctg 2;    д) arctg (–2). 
Решение. При выполнении этого задания нужно воспользоваться тем, что 

arctg a определен на промежутке 





 


2
;

2
, при этом углы из промежутка 






 
 0;

2
 

отрицательные, а углы из промежутка 





 

2
;0  положительные. Углы arctg 1 и arctg 2 

из промежутка 





 

2
;0 , углы arctg (–1) и arctg (–2) из промежутка 






 
 0;

2
, 

следовательно:  
а) arctg 1 > 0;     
б) arctg (–1) < 0;  
г) arctg 2 > 0;  
д) arctg (–2) < 0. 
8.36. Найдите все углы  , для каждого из которых:  

ж) tg   = –
3

3 ;  

л) tg   = 
2

1
. 

Ответ. ж)  k = –
6

  +  

+ π k, k   Z (рис. 37, а);  

л)  k = arctg 
2

1
 + π k, 

k   Z (рис. 37, б).  Рис. 37 
Дополнительное задание. Существует ли число x такое, что:  

а) arctg x = –
4

 ;  б) arctg x = –
3

2
. 

Если существует, то найдите его. 
Решение. а) x = –1; 
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б) так как –
2

  < arctg x < 
2

 , а –
3

2
 < –

2

 , то такого числа x не существует. 

8.4. Арккотангенс  

Введение понятия арккотангенса можно мотивировать так же, как и 
введение понятия арксинуса. Это можно сделать при выполнении задания 8.37.  

Только надо подчеркнуть принципиальное отличие: arcctg a — это угол из 
промежутка (0; π ). Из определения арккотангенса получается формула 
ctg (arcctg a� = a, справедливая для каждого числа a  R.  

Далее рассмотрена задача: для данного числа a  R, найти все углы  , для 
каждого из которых ctg   = a. Здесь впервые получена формула   = arcctg a + 
π n, n   Z. Эта формула в дальнейшем будут использована для решения 
простейших тригонометрических уравнений. 

Решения и комментарии 
8.41. Сравните с числом 0,5 π : а) arcctg 1; б) arcctg (–1); г) arcctg 2; д) 

arcctg (–2). 
Решение. При выполнении этого задания нужно воспользоваться тем, что 

arcctg a определен на промежутке (0;  ), при этом углы из промежутка 






 
2

;0  

положительные, а углы из промежутка 






 


;
2

 отрицательные. Углы arcctg 1 и 

arcctg 2 из промежутка 






 
2

;0 , углы arcctg (–1) и arcctg (–2) из промежутка 






 


;
2

, 

поэтому:  
а) arcсtg 1 > 0; 
б) arсctg (–1) < 0; 
г) arсctg 2 > 0; 
д) arcсtg (–2) < 0. 
8.36. Найдите все 

углы  , для каждого из 
которых:  

ж) сtg   = –
3

3 ; 

л) сtg   = 
2

1
.  Рис. 38 

Ответ. ж)  k = 
3

2  + π k, k   Z (рис. 38, а).  

л)  k = arcctg 
2

1
 + π k, k   Z (рис. 38, б).  

Дополнительное задание. Существует ли число x такое, что:  

а) arcctg x = 
4

 ;  б) arcctg x = 
4

5
. 

Если существует, то найдите его. 
Решение. а) x = 1; 

б) так как 0 < arcctg x < π , а 
4

5
 > π , то такого числа x не существует. 

Промежуточный контроль. С–31.  

8.5. Примеры использования арктангенса и арккотангенса 

В данном пункте рассмотрено применение арктангенса и арккотангенса для 
нахождения всех углов, для каждого из которых справедливы неравенства tg   > a 
(tg   < a) и ctg   > a (ctg   < a). Тем самым подготовлена база для изучения 
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решения простейших тригонометрических неравенств для тангенсов и котангенсов.  
Главная трудность в решении рассматриваемых задач заключается в 

правильном изображении соответствующих точек единичной окружности — 
границ промежутков и в правильном чтении получаемых промежутков.  

Решения и комментарии 
В заданиях 8.44 – 8.46 по сути требуется решить 

простейшие тригонометрические неравенства, но 
задача формулируется в других терминах. Здесь 
использованы все «табличные» значения tg   и ctg  , 
а в задании 8.47 надо использовать арктангенс и 
арккотангенс.  

8.47. Найдите все углы  , для каждого из 
которых: в) tg   > 2.  

Решение. Сначала найдем угол  1   





 


2
;

2
, 

такой, что tg  1 = 2. Это  1 = arctg 2 (рис. 39). Теперь 
найдем все искомые углы  , для каждого из которых 
tg   > 2:  Рис. 39 

arctg 2 + π k <   < 
2

  + π k, k   Z.  

8.6. Формулы для арктангенса и арккотангенса 

В данном пункте доказаны формулы:  
 arctg (–a) = –arctg a,  
 arcctg (–a) = π  – arcctg a, 

 arctg (ctg  ) =  ,     





 


2
;

2
,  

 arcctg (ctg  ) =  ,     (0; π ). 
Здесь же показаны решения задач, связанных с вычислением arctg (tg  ) для 

    





 


2
;

2
, а также arcctg (ctg  ) для     (0; π ). 

Решения и комментарии 

8.52. Вычислите: г) arcctg (ctg (–
4

 ));  д) arctg (tg 
6

5 ). 

Решение. г) arcctg (ctg (–
4

 )) = arcctg (ctg 
4

3 ) = 
4

3 , так как 
4

3    (0; π ); 

д) arctg (tg 
6

5 ) = arctg (tg (–
6

 )) = –
6

 , так как –
6

    





 


2
;

2
. 

8.53. Вычислите: а) arctg (tg 5);  б) arcctg (ctg 5). 
Решение.  

а) arctg (tg 5) = arctg (tg (5 – 2 π )) = 5 – 2 π , так как 5 – 2 π    





 


2
;

2
; 

б) arcctg (ctg 5) = arcctg (ctg (5 – π )) = 5 – π , так как 5 – π    (0; π ). 
Дополнительное задание. 1. Вычислите: sin (arctg a). 
Решение. Так как arctg a существует для любого a   R, то далее будем 

считать, что a — любое число. Обозначим   = arctg a, тогда tg   = a.  

Вычислим cos2  = 
1tg

1
2 

 = 
1

1
2 a

.  

Так как –
2

  <   < 
2

 , то cos   > 0, поэтому cos   = 
1

1
2 a

 = 
1

1
2 a

. Из 
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формулы tg   = 


 cos

 sin  следует, что sin   = tg  cos   = a
1

1
2 a

 = 
12 a

a . 

Итак, sin (arctg a) = 
12 a

a  (a   R). 

2. Вычислите: tg (arcsin a). 
Решение. Обозначим   = arcsin a, тогда sin   = a. Так как tg   не определен 

для   = 
2

  и   = –
2

 , то –
2

  <   < 
2

 , поэтому в этой задаче a   (–1; 1). Вычислим 

cos2  = 1 – sin2  = 1 – a2.  

Так как –
2

  <   < 
2

 , то cos   > 0, поэтому cos   = 21 a . 

Теперь вычислим tg   = 


 cos

 sin  = 
21 a

a


. 

Итак, tg (arcsin a) = 
21 a

a


, a   (–1; 1). 

Контрольная работа № 5.  

§ 9. Формулы сложения  

9.1. Косинус разности и косинус суммы двух углов 

Отметим, что основной формулой, из которой получаются остальные, 
является формула cos (  –  ) = cos   cos   + sin   sin  . Она доказывается с 
помощью скалярного произведения векторов. Следует отметить, что в других 
учебниках эта формула доказывается другими способами. Для доказательства 
формулы cos (  +  ) достаточно выполнить преобразование cos (  +  ) =  
= cos (  – (– )) и применить формулу косинуса разности двух углов и свойства 
синуса и косинуса. 

Остановимся на способе запоминания этих двух формул: 
 cos (  –  ) = cos   cos   + sin   sin  , (1) 
 cos (  +  ) = cos   cos   – sin   sin  , (2) 

Надо обратить внимание учащихся на чередование функций в правых частях 
формул: «косинус-косинус, синус-синус» для формул (1) и (2), и на то, что знаки 
в левых и правых частях в формулах (1) и (2) различны. 

Забегая вперед отметим, что на чередование функций можно будет 
опираться при запоминании формулы cos 2  = cos2  – sin2 , которая получится 
из формулы (2) заменой   на � .  

Решения и комментарии 
9.7. Докажите справедливость равенства:  

а) cos (  – 
2

 ) = sin  ; г) cos (
2

3  +  ) = sin  . 

Здесь надо доказать формулы, аналогичные формулам для дополнительных 
углов из п. 9.2, поэтому способ доказательства, основанный на применении 
формул (1) – (2), должен быть усвоен учащимися.  

Решение.  

а) cos (  – 
2

 ) = cos  cos 
2

  + sin  sin 
2

  = cos  0 + sin  1 = sin  ; 

г) cos (
2

3  +  ) = cos 
2

3 cos   – sin 
2

3 sin   = 0cos   – (–1)sin   = sin  . 

9.12. Вычислите: а) cos 1350;  б) cos 150. 
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Решение. а) cos 1350 = cos (900 + 450) = cos 900cos 450 – sin 900sin 450 = 

= 0
2

2
 – 1

2

2
 = – 

2

2
. 

б) cos 150 = cos (450 – 300) = cos 450cos 300 + sin 450sin 300 = 
2

2 
2

3
+

2

2 
2

1
 

=  

= 
4

26 
. 

9.13. Вычислите: а) cos 750 + cos 150. 
Решение. cos 750 + cos 150 = cos (450 + 300) + cos (450 – 300) = cos 450cos 300 –  

– sin 450sin 300 + cos 450cos 300 + sin 450sin 300 = 2cos 450cos 300 = 2
2

2 
2

3  =  

= 
2

6 . 

9.14. Упростите выражение:  
а) cos (450 +  )cos (450 –  ) – sin (450 –  )sin (450 +  );  

б) cos 





 


3

2  + cos 





 


3

2  + cos  ; 

в) cos2 (600 +  ) + cos2 (600 +  ) + cos2  ; 

Решение. а) cos (450 +  )cos (450 –  ) – sin (450 –  )sin (450 +  ) =  
= cos (450 +   + 450 –  ) = cos 900 = 0; 

б) cos 





 


3

2  + cos 





 


3

2  + cos   = cos 
3

2 cos   – sin 
3

2 sin   +  

+ cos 
3

2 cos   + sin 
3

2 sin   + cos   = 2 cos 
3

2 cos   + cos   = 2 







2

1 cos   +  

+ cos   = 0; 
в) cos2 (600 +  ) + cos2 (600 +  ) + cos2   = (cos 600cos   – sin 600sin  )2 +  

+ (cos 600cos   + sin 600 sin  )2 + cos2   = 2 cos2 600 cos2   + 2 sin 2 600 sin 2   + 

+ cos2   = 
2

1  cos2   + 
2

3  sin 2   + cos2   = 
2

3 (sin 2   + cos2  ) = 
2

3 . 

9.18. Найдите наибольшее и наименьшее значение выражения:  
а) cos   – 3  sin  . 
Сначала преобразуем данное выражение: 

cos   – 3  sin   = 2(
2

1 cos   – 
2

3 sin  ) = 2(cos 
3

 cos   – sin 
3

 sin  ) = 

= 2cos (
3

  +  ). 

Так как наибольшим и наименьшим значением выражения cos (
3

  +  ) 

являются числа 1 и –1 соответственно, то наибольшим и наименьшим значением 
выражения cos   – 3  sin   являются числа 2 и –2 соответственно.  

9.2. Формулы для дополнительных углов  

В этом пункте доказаны две формулы  

 cos 





 

2

 = sin    (1) 

и  

 sin 





 

2

 = cos  ,  (2) 

которые очень часто используются в дальнейшем. 
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Решения и комментарии 
9.22. Упростите выражение: а) sin (900 – 130); б) sin (–900 + 240). 
Решение. а) sin (900 – 130) = cos 130;  
б) sin (–900 + 240) = –sin (900 – 240) = –cos 240. 
9.23. Выразите число через синус или косинус положительного угла, не 

превышающего 450: е) sin 18590; ж) cos 4440. 
Решение. е) sin 18590 = sin (53600 + 590) = sin 590 = sin (900 – 310) = cos 310; 
ж) cos 4440 = cos (3600 + 840) = cos 840 = cos (900 – 60) = sin 60. 
9.24. Выразите число через синус или косинус положительного угла, не 

превышающего 
4

 :  

е) cos 
5

14 ; ж) sin 
7

24
. 

Решение.  

е) cos 
5

14  = cos 





 


5

4
2  = cos 

5

4  = sin 





 




5

4

2
 = sin 






 


10

3  = –sin 
10

3 ; 

ж) sin 
7

24
 = sin 






 


7

4
4  = sin 






 


7

4
 = –sin 

7

4
 = –cos 






 




7

4

2
 =  

= –cos 





 


14
 = –cos 

14


. 

Заметим, что в заданиях 9.24 (е, ж) формулы (1) и (2) применяются не «слева 
направо», а «справа налево»,  

9.3. Синус суммы и синус разности двух углов 

В данном пункте учебника доказаны формулы синуса суммы и синуса 
разности двух углов: 

 sin (  –  ) = sin   cos   – sin   cos , (1) 
 sin (  +  ) = sin   cos   + sin   cos� . (2) 

Обратим внимание на то, что в учебнике уже доказаны формулы для 

sin ( �+� ), cos (   +  ) (п. 7.4), cos 





 

2

 и sin 





 

2

 (п. 9.2). Только с 

доказательством формул для cos    и sin    появилась возможность 

доказать формулы для cos 





 

2

k  и sin 





 

2

k  для любого целого k.  

Так как значения синуса и косинуса не изменяются от прибавления 
(вычитания) 2  к аргументу, то синус (косинус) любого из указанных выше 

аргументов нетрудно свести к синусу (косинусу) аргументов 

2

, 

2

,  , 

 , 

2

3
, 


2

3
, которые можно привести к аргументу  , применяя 

формулы синуса (косинуса) суммы (разности) двух углов. 
Выпишем все 12 формул для указанных выше шести аргументов: 

sin 





 

2

 = cos   sin 





 

2

 = cos    sin    = sin   

cos 





 

2

 = sin    cos 





 

2

 = –sin   cos    = –cos   

sin 





 

2

3
 = –cos   sin 






 

2

3
 = –cos    sin    = –sin   

cos 





 

2

3
 = –sin    cos 






 

2

3
 = sin   cos    = –cos   



 6
8 

Все эти формулы можно воспроизводить с помощью следующего 
мнемонического правила2: 

1) Если первое слагаемое аргумента 
2

  или 
2

3 , то в правой части формулы 

надо заменить синус на косинус (косинус на синус). Если первое слагаемое 
аргумента  , то менять синус (косинус) не надо.  

2) В правой части формулы надо поставить знак «–», только если для 
острого угла   значение синуса (косинуса) в левой части формулы отрицательно.  

Эти формулы называют часто формулами приведения (аргумента к более 
простому виду). Но специального пункта «Формулы приведения» в учебнике нет. 
Однако стоит уделить внимание известному мнемоническому правилу, 
позволяющему правильно воспроизводить любую из формул приведения. Это 
правило отвечает на два вопроса: 1) менять или не менять наименование функции 
(синус на косинус, косинус на синус)? 2) Ставить или нет в правой части формулы 
знак «–»? 

Но известен и менее формальный его вариант, который учителя математики 
передают из поколения в поколение. Обычно рассказывают такую историю. 

В старые добрые времена жил рассеянный математик, который при поиске 
ответа на вопрос 1), смотрел на свою ученую лошадь, а она кивала головой вдоль 
той оси координат, которой принадлежала точка, соответствующая первому 

слагаемому аргумента 

2

,  , 

2

3 , … Если лошадь кивала головой вдоль 

оси Oy, то математик считал, что получен ответ «да, менять», если вдоль оси Ox, 
то «нет, не менять». 

Можно посоветовать учащимся, за неимением ученой лошади, самим кивать 
головой вдоль той оси координат, которой принадлежит точка, соответствующая 
первому слагаемому аргумента. Так они получат ответ на вопрос 1). Разумеется, 
они должны понимать, что это шутка, что формулы доказаны, а «лошадиное» 
правило лишь помогает им определить функцию угла   для правой части 
формулы. 

Ответ на вопрос 2) получается так. Хотя формулы приведения доказаны для 
любого угла  , достаточно определить знак левой части формулы для острого 
угла   и поставить его перед sin   или cos  в правой части формулы.  

Например, sin 





 


2

3  = –cos ; cos 





 


2

3  = sin  . 

Решения и комментарии 
9.30. Упростите выражение:  

а) 
2

3 sin   – 
2

1 cos ; б) 
2

2 (cos  – sin  ). 

При решении этого задания формулы (1) – (2) применяются для 
формирования умения преобразовывать тригонометрические выражения с 
помощью вспомогательного угла. Тот же прием используется при решении 
задания 9.33. 

Решение. а) 
2

3 sin   – 
2

1 cos  = cos 
6

  sin   – sin 
6

 cos = sin 





 


6

; 

б) 
2

2 (cos  – sin  ) = cos 
4

  cos  – sin 
4

  sin   = cos 





 

4

. 

9.33. Найдите наибольшее и наименьшее значение выражения:  
б) 5cos  + 12sin  . 

                                                      
2 Мнемоническое правило — правило для запоминания (Мнемозина — богиня памяти у 

древних греков). 
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Решение. б) Так как 22 125   = 13, то  

5cos  + 12sin   = 13 





  sin

13

12
cos

13

5  = A. 

Так как 
22

13

12

13

5













  = 1, то найдется угол   такой, что sin   = 

13

5 , а cos   = 

13

12 . Тогда A = 13 (sin   cos  + sin   cos  ) = 13 sin (  +  ).  

Так как наибольшее и наименьшее значения выражения sin (  +  ) равны 1 и 
–1 соответственно, то наибольшее и наименьшее значения выражения A равны 13 и 
–13 соответственно. 

Промежуточный контроль. С–32, С–33. 

9.4. Сумма и разность синусов и косинусов  

В данном пункте доказаны формулы  

sin   + sin   = 2 sin 
2

 cos 
2

 ; (1) 

sin   – sin   = 2 sin 
2

 cos 
2

 ; (2) 

cos   + cos   = 2 cos 
2

 cos 
2

 ; (3) 

cos   – cos   = –2 sin 
2

  sin 
2

 . (4) 

Для лучшего запоминания формул (1) – (4) надо обратить внимание 
учащихся на то, что в левой части каждой из них стоят суммы или разности 
одноименных функций от � и �, а справа — удвоенные произведения двух 
функций от полусуммы или полуразности этих углов. Воспроизводить эти 
формулы будет легче, если учащиеся запомнят идею их доказательства: надо 
сложить или вычесть sin (x + y) и sin (x – y) или cos (x + y) и cos (x – y). В первом 
случае получим чередование функций «синус-косинус» и при сложении, и при 
вычитании, а во втором случае получим чередование функций «косинус-косинус» 
при сложении и «синус-синус» при вычитании. 

В правой части каждой из формул (1) – (4) знак между   и   в числителе 
первого аргумента совпадает со знаком между функциями в левой части 
формулы. 

Не рекомендуем правую часть формулы (4) писать без минуса: 2sin 
2

  

sin 
2

 . Учащиеся должны запомнить, что знак «–» в правой части формул (1) – 

(4) ставится только при вычитании косинусов. 
Решения и комментарии 
9.38. Докажите справедливость равенства: а) sin 500 + sin 100 – cos 200 = 0. 
Решение. sin 500 + sin 100 – cos 200 = 2sin 300 cos 200 – cos 200 =  

= cos 200 – cos 200 = 0, что и требовалось доказать. 

9.40. Докажите справедливость равенства: а) cos 
12

5  + cos 
12

7  = 0. 

Решение. а) cos 
12

5  + cos 
12

7  = 2 cos 
2

  cos 





 


12
 = 20cos 






 


12
 = 0, что и 

требовалось доказать. 

9.41. Вычислите: в) cos 
2

75
 cos 

2

15
. 

Формулы для cos  cos  , sin   sin  , sin   cos   еще будут изучаться в п. 
9.6, необязательном для изучения на базовом уровне. Здесь же для решения задания 



 7
0 

а) воспользуемся равенством cos (x + y) + cos (x – y) = 2 cos x cos y, полученном 
при доказательстве формул 1 – 4. Из него нетрудно получить формулу cos x cos y =  

= 
2

1 (cos (x + y) + cos (x – y)), с помощью которой выполним вычисления: 

Решение. а) cos 
2

75
 cos 

2

15
 = 

2

1 (cos (
2

75
 + 

2

15
) + cos (

2

75
 – 

2

15
)) =  

= 
2

1
(cos 450 + cos 300) = 

2

1
(

2

2
 + 

2

3
) = 

4

32 
.  

Промежуточный контроль. С–34. 

9.5. Формулы для двойных и половинных углов  

В данном пункте доказаны формулы  
sin 2  = 2sin   cos  , (1) 
cos 2  = cos2  – sin2 , (2) 

sin2

2

  = 
2

cos1  , (3) 

cos2

2

  = 
2

cos1  . (4) 

Идею доказательства формул (1) – (2) — в формулах для sin (  +  ) и 
cos (  +  ) заменить   на   — учащиеся должны обязательно знать. 

Не рекомендуем формулы (3) и (4) писать в виде  

sin
2


 = 

2

cos1 
 , cos

2


 = 

2

cos1 
 , 

так как учащиеся могут подумать, что для каждого   существует два значения 

sin
2

  или cos
2

 , а это не так.  

Решения и комментарии 
9.62. Докажите справедливость равенства:  

а) (sin   + sin  )2 + (cos   + cos  )2 = 4cos2

2

 . 

Доказательство. (sin   + sin  )2 + (cos   + cos  )2 = sin2  + 2sin  sin   +  
+ sin2  + cos2  + 2cos  cos   + cos2  = 2 + 2sin  sin   + 2cos  cos   = 2 +  

+ 2(cos  cos   + sin  sin  ) = 2 + 2cos (  –  ) = 2(1 + cos (  –  )) = 4cos2

2

 , 

что и требовалось доказать. 
9.63. Докажите справедливость равенства:  
а) sin 2  (sin 2  + sin 2 ) + cos 2  (cos 2  + cos 2 ) = 2 cos2 (  –  ). 
Доказательство. sin 2  (sin 2  + sin 2 ) + cos 2  (cos 2  + cos 2 ) =  

= sin2 2  + sin 2 sin 2  + cos2 2  + cos 2 cos 2  = 1 + cos (2  – 2 ) =  
= 2 cos2 (  –  ), что и требовалось доказать. 

9.64. а) Вычислим cos 
9

  cos 
9

2  cos 
9

4 . 

Для решения этой задачи умножим и разделим выражение A на 8 sin 
9

  и 

преобразуем полученную дробь, применяя 3 раза формулу синуса двойного угла: 

cos 
9

  cos 
9

2  cos 
9

4  = 

9
sin8

9

4
cos

9

2
cos

9
cos

9
sin222











 






 

 =  



 7
1 

= 

9
sin8

9

4
cos

9

2
cos

9

2
sin22










 

 = 

9
sin8

9

4
cos

9

4
sin2





 = 

9
sin8

9

8
sin





. 

Заметив, что sin 
9

8  = sin 





 


9

 = sin 
9

 , имеем: cos 
9

  cos 
9

2  cos 
9

4  = 
8

1 . 

Применение рассмотренного приема в следующем задании не так очевидно. 

Дополнительное задание. Вычислим: cos 
5

2  – sin 
10

3 . 

Для решения задачи сначала приведем данное выражение к разности 
одноименных функций:  

cos 
5

2  – sin 
10

3  = sin 





 




5

2

2
 – sin 

10

3  = sin 
10

  – sin 
10

3 . 

 
Теперь, применив формулу разности синусов, получим:  

sin 
10

  – sin 
10

3  = 2sin 





 


10
 cos 

10

2  = –2sin 
10

  cos 
10

2 . 

Умножим и разделим полученное произведение на 2cos 
10

  и применим два 

раза формулу синуса двойного угла: 

–2sin 
10

  cos 
10

2  = 

10
cos2

10

2
cos

10
cos

10
sin22










 

  = 

10
cos2

10

2
cos

10

2
sin2





  = 

10
cos2

10

4
sin





 . 

Заметив, что sin 
10

4  = sin 





 




102
 = cos 

10

 , имеем: cos 
5

2  – sin 
10

3  = –
2

1 . 

Промежуточный контроль. С–35. 

9.6. Произведение синусов и косинусов 

В этом пункте доказаны три формулы:  

sin   cos   = 
2

1 (sin (  +  ) + sin (  –  )),  

cos   cos   = 
2

1 (cos (  +  ) + cos (  –  )),  

sin   cos   = 
2

1 (cos (  –  ) – cos (  +  )). 

Эти формулы относятся к таким, которые проще вывести заново, если они не 
запомнились надежно. И здесь запоминанию формул способствует опора на 
чередование функций для синуса суммы или разности двух углов, косинуса суммы и 
разности двух углов. 

Решения и комментарии 
9.65. Преобразуйте в сумму или в разность: а) cos 3  cos  . 

Решение. cos 3  cos   = 
2

1 (cos (3  +  ) + cos (3  –  )) =  

= 
2

1 (cos 4+ cos 2 ) = 
2

1 cos 4+ 
2

1 cos 2 . 

9.66. Докажите, что: а) sin 
28

9  cos 
28

5  – sin 
35

6  cos 
35

  =
2

1  – 
2

1 sin 
5

 . 
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Доказательство. sin 
28

9  cos 
28

5  – sin 
35

6  cos 
35

  = 
2

1 (sin (
28

9  + 
28

5 ) +  

+ sin (
28

9  – 
28

5 )) – 
2

1 (sin (
35

6  + 
35

 ) + sin (
35

6  – 
35

 )) = 
2

1 (sin 
2

  + sin 
7

 ) –  

– 
2

1 (sin 
5

  + sin 
7

 ) = 
2

1  – 
2

1 sin 
5

 , что и требовалось доказать. 

Докажите, что если  ,  ,   — углы треугольника, то выполняется равенство 
(9.69–9.71): 

9.69. а) sin   + sin   + sin   = 4 cos 
2

 cos 
2

 cos 
2

 . 

Доказательство. Сначала преобразуем правую часть равенства, учитывая, 
что   = 1800 – (  +  ): 

sin   + sin   + sin   = sin   + sin   + sin (1800 – (  +  )) =  

= 2 sin 
2

 cos 
2

  + sin (  +  ) = 2 sin 
2

 cos 
2

  + 2 sin 
2

 cos 
2

  =  

= 2 sin 
2

 (cos 
2

  + cos 
2

 ) = 2 sin 
2

1800  2cos 
2

 cos 
2

  = 

= 2 sin (900 – 
2

 )2cos 
2

 cos 
2

  = 4 cos 
2

 cos 
2

 cos 
2

 , что и требовалось доказать. 

9.70. а) sin2  + sin2  + sin2   = 2 + 2cos  cos  cos  .  
Доказательство. Сначала преобразуем отдельно левую (A) и правую (B) 

части доказываемого равенства, учитывая, что   = 1800 – (  +  ). 
A = sin2  + sin2  + sin2   = sin2  + sin2  + sin2 (1800 – (  +  )) =  

= sin2  + sin2  + sin2 (  +  ) = sin2  + sin2  + (sin  cos   + sin  cos  )2 =  
= sin2  + sin2  + sin2 cos2  + 2sin  cos  sin  cos   + sin2 cos2 . 

B = 2 + 2cos  cos  cos   = 2 + 2cos  cos  cos (1800 – (  +  )) =  
= 2 – 2cos  cos  cos (  +  ) = 2 – 2cos  cos  (cos  cos   – sin  sin  ) = 
= 2 – 2cos2 cos2  + 2sin  sin  cos  cos   = 2 – cos2 (1 – sin2 ) –  
– (1 – sin2 )cos2  + 2sin  sin  cos  cos   = 2 – cos2  + sin2 cos2  – cos2  +  
+ sin2 cos2  + 2sin  sin  cos  cos   = sin2  + sin2  + sin2 cos2  +  
+ 2sin  cos  sin  cos   + sin2 cos2 . 

Таким образом, A = B, что и требовалось доказать. 
9.71. а) sin 2  + sin 2  + sin 2   = 4sin  sin  sin   
Доказательство. Сначала преобразуем левую часть доказываемого 

равенства, учитывая, что   = 1800 – (  +  ). 
sin 2  + sin 2  + sin 2   = 2sin (  +  ) cos (  –  ) + 2sin  cos   =  

= 2sin (1800 –  ) cos (  –  ) + 2sin  cos (1800 – (  +  )) = 2sin   cos (  –  ) –  
– 2sin  cos (  +  ) = 2sin  (cos (  –  ) – cos (  +  )) = 

= 2sin  (–2sin 
2

  sin 
2

 ) = 4sin  sin  sin  , что и требовалось 

доказать. 
Промежуточный контроль. С–36. 

9.7. Формулы для тангенсов 

В этом пункте доказаны формулы: tg (  +  ) = 



tgtg

tgtg

1
 (    

2


 +  k,  

k   Z,     
2


 + n, n   Z,   +     

2


 + m, m   Z); tg (  –  ) = 




tgtg

tgtg

1
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(    
2


 +  k, k   Z,     

2


 + n, n   Z,   –     

2


 + m, m   Z); tg (

2

  –  ) =  

= ctg   (    k, k   Z); tg 2  = 



21

2

tg

tg
 (    

4

  + 
2

k k, k   Z,     
2


 + n,  

n   Z); tg 
2

  = 



cos1

sin  (      + 2 n, n   Z); tg 
2

  = 



sin

cos1  (      + n,  

n   Z), а также формулы  

 sin   = 

2
1

2
2

2 



tg

tg
(      + 2 n, n   Z),  

 cos   = 

2
1

2
1

2

2







tg

tg
 (      + 2 n, n   Z). (1) 

Заметим, что каждая из этих выше формул справедлива не для всех значений 
  и  , а лишь для тех, которые записаны в скобках после каждой формулы. 

Здесь же приведены примеры применения этих формул. 
В примере 6 с помощью формул (1) получены формулы для выражения 

сторон пифагоровых треугольников через любые натуральные числа m, n, k такие, 
что m > n: 

x = k(m2 – n2), y = 2mnk, z = k(m2 + n2) 
Решения и комментарии 
9.78. Докажите справедливость равенства:  

а) tg 
16

  + tg 
16

3  + tg 
16

  tg 
16

3  = 1. 

Доказательство. Пользуясь формулой  
 tg   + tg   = tg (  +  )(1 – tg   tg  ),  (2) 

которая следует из формулы для tg (  +  ), преобразуем левую часть 
доказываемого равенства  

tg 
16

  + tg 
16

3  + tg 
16

  tg 
16

3  = tg (
16

  + 
16

3 )(1 – tg 
16

  tg 
16

3 ) + tg 
16

  tg 
16

3  =  

= tg 
4

 (1 – tg 
16

  tg 
16

3 ) + tg 
16

  tg 
16

3  = 1(1 – tg 
16

  tg 
16

3 ) + tg 
16

  tg 
16

3  = 1, что и 

требовалось доказать. 

Докажите, что если  ,  ,   — углы треугольника, то выполняется равенство 
(9.84–9.85): 

9.84. а) tg   + tg   + tg   = tg   tg   tg  . 
Доказательство. Преобразуем левую часть равенства, используя формулу 

(2) и учитывая, что   = 1800 – (  +  ): 
tg   + tg   + tg   = tg   + tg   + tg (1800 – (  +  )) = tg   + tg   –  

 – tg (  +  ) = tg (  +  )(1 – tg   tg  ) – tg (  +  ) = tg (  +  )(1 – tg   tg   – 1) =  
= tg (1800 –  )(–tg   tg  ) = –tg  (–tg   tg  ) = tg   tg   tg  , что и требовалось 
доказать. 

Здесь  ,   и   — углы треугольника и подразумевается, что имеют смысл 
tg  , tg   и tg  . Следовательно, рассматриваются лишь треугольники, в которых 
нет прямых углов, и для углов таких треугольников проведенные выкладки 
справедливы.  

9.85. а) ctg  ctg   + ctg  ctg   + ctg  ctg   = 1. 
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Доказательство. Здесь  ,   и   — углы треугольника и подразумевается, 
что имеют смысл ctg  , ctg   и ctg  . Рассмотрим два случая: 1) среди этих углов 
нет прямого угла; 2) один из этих углов нет прямого угла. 

В первом случае имеют смысл tg  , tg   и tg   и так как  ,   и   — углы 
треугольника, то tg     0, tg     0 и tg     0. Поэтому для таких углов, учитывая, 
что   = 1800 – (  +  ), справедливы следующие равенства: 

ctg  ctg   + ctg  ctg   + ctg  ctg   = ctg  ctg   + (ctg   + ctg  ) ctg   = 
= ctg  ctg   + (ctg   + ctg  )ctg (1800 – (  +  )) = ctg  ctg   –  

– (ctg   + ctg  )ctg (  +  ) = 
tg

1 
tg

1  – (
tg

1  + 
tg

1 )
)(

1

tg
 = 

 tgtg

1  – 








tgtg

tgtg

tgtg

tgtg 1  = 
 tgtg

1  – 



tgtg

tgtg1  = 
 tgtg

1  – 
 tgtg

1  + 1 = 1, что и 

требовалось доказать. 
Следовательно, в первом случае равенство (1) доказано. 
Во втором случае есть один прямой угол, например, угол   — прямой. Тогда 

углы   и   = 
2


 –   — острые. Так как ctg   = 0, то доказываемое равенство 

перепишется в виде ctg  ctg (
2


 –  ) = 1.  

Так как ctg (
2


 –  ) = tg   и ctg   tg   = 1, то и во втором случае требуемое 

равенство доказано. Следовательно, равенство ctg  ctg   + ctg  ctg   +  
+ ctg  ctg   = 1 справедливо для любого треугольника.  

9.86. Для углов   таких, что     
36

n



, n  Z, докажите справедливость 

равенства  

 tg 3  = 



2

2

31

)3(

tg

tgtg .  (3) 

Доказательство. Для любых   справедливы равенства  
sin 3  = sin 2 cos   + sin  cos 2  = 2sin  cos2  + sin  (cos2  – sin2 ) =  

= 3sin  cos2  – sin3 , 
cos 3  = cos 2 cos   – sin  sin 2  = (cos2  – sin2 )cos   – 2sin2 cos   =  

= cos3  – 3sin2 cos  , то есть справедливы равенства  
 sin 3  = 3sin  cos2  – sin3 , cos 3  = cos3  – 3sin2 cos  . (4)  

Так как для     
6

  + 
3

n , n   Z имеет смысл tg 3 , что в частности означает, 

что cos 3    0 для этих углов, то, используя равенства (4), получаем, что 
справедливы равенства  

 tg 3  = 



3cos

3sin  = 



cossin3cos

sincossin3
23

32

. (5) 

Так как cos     0 для     
6

  + 
3

n , n   Z, то разделив числитель и 

знаменатель дроби в правой части равенства (5) на cos3  , получим, что 
справедливо равенство  

 tg 3  = 



2

3

31

3

tg

tgtg  = 



2

2

31

)3(

tg

tgtg . (6) 

Тем самым требуемое равенство (3) доказано для всех     
6

  + 
3

n , n   Z, 

что и требовалось доказать. 
Промежуточный контроль. С–37.  
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§ 10. Тригонометрические функции числового аргумента  

В этом параграфе изучаются тригонометрические функции не угла, а числа. 
Изучение всех тригонометрических функций числового аргумента опирается на 
изученные ранее свойства тригонометрических функций угла и строится по одной и 
той же схеме. Сначала формулируются и обосновываются свойства функции, затем 
строится ее график. Перед п. 10.1 дано определение периодической функции и ее 
главного периода. Обратим внимание на то, что в определении периодической 
функции требуется, чтобы для любого значения x из области определения функции 
числа x + T и x – T (T   0) также принадлежали этой области определения и 
выполнялось равенство f (x + T) = f (x). 

Далее в учебнике доказано, что из данного определения следует 
справедливость равенства f (x – T) = f (x), чего иногда требуют по определению.  

Определение периодической функции можно дать иначе: если для любого 
значения x из области определения функции f (x) справедливы равенства 
 f (x + T) = f (x – T) = f (x), (1) 
то функцию f (x) называют периодической с периодом T (T   0). При таком 
определении проверять принадлежность x + T и x – T области определения функции 
f (x) не требуется, так как так как естественно подразумевается, что если 
справедливы равенства (1), то имеют смысл выражения f (x + T) и f (x – T), поэтому 
x + T и x – T принадлежат области определения функции f (x). 

10.1. Функция y = sin  x  

В данном пункте дано определение функции y = sin x, сформулированы и 
обоснованы ее свойства, затем строится ее график. При построении графика можно 
рекомендовать учащимся использовать один и тот же единичный отрезок 1 см по 
обеим осям. Тогда точка   на оси Ox будет правее точки 3. При правильном 

построении графика прямая y = x должна оказаться касательной к графику функции 
y = sin x (рис. 40).  

Рис. 40 

Этот факт можно сообщить учащимся для самоконтроля. Он будет доказан 
позже при вычислении производной функции y = sin x в точке x = 0 (в 11 классе). 
Главным периодом функции y = sin x является число T = 2  . Этот факт будет 
доказан в п. 10.2. 

Решения и комментарии 

10.7. Сравните: а) sin 
7


 и sin 

7

3
;  г) sin 

5

3
 и sin 

5

4
.  

Решение. а) Числа 
7


 и 

7

3
 принадлежат промежутку 



 


2
;

2
, на котором 

функция y = sin x возрастает, 
7


 < 

7

3
, следовательно, sin 

7


 < sin 

7

3
.  

г) Числа 
5

3
 и 

5

4
 принадлежат промежутку 



 

2

3
;

2
, на котором функция y 

= sin x убывает, 
5

3
 < 

5

4
, следовательно, sin 

5

3
 > sin 

5

4
.  

10.8. Постройте график функции: 
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а) y = | sin x |;  б) y = sin (   – x);  в) y = 2  sin 
2

x
  cos 

2

x
; 

г) y = sin | x |;  д) y = | sin x – 0,5|; е) y = sin x – 1;  
Решение. а) Чтобы построить график функции y = | sin x |, нужно сохранить 

точки графика функции y = sin x, расположенные выше и на оси Ox, и 
симметрично отразить относительно оси Ox точки графика функции y = sin x, 
расположенные ниже оси Ox (рис. 41).  

 

б), в) Учащиеся должны обнаружить, что данную функцию можно записать 
в виде y = sin x, поэтому ее график — синусоида (рис. 40).  

Рис. 41 

г) Чтобы построить график функции y = sin | x |, нужно сохранить точки 
графика функции y = sin x, расположенные правее и на оси Oy, и симметрично 
отразив эту часть графика функции y = sin x относительно оси Oy, получить 
вторую часть искомого графика функции (рис. 42). 

Рис. 42 
д) Чтобы построить график функции y = | sin x – 0,5 |, нужно перенести 

график функции y = sin x на 0,5 единицы вниз, затем сохранить точки 
полученного графика, расположенные выше и на оси Ox, и симметрично отразить 
относительно оси Ox точки, расположенные ниже оси Ox (рис. 43). 

Рис. 43 
е) График функции y = sin x – 1 получен переносом графика функции  

y = sin x на 1 единицу вниз (рис. 44). 

Рис. 44 
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10.9. Сколько корней имеет уравнение: 

а) sin x = x2;  б) sin x = –x2; в) sin x = 
10

x
;  г) sin x = 

100

x
. 

Решение. а) Функция f (x) = sin x принимает значения лишь из промежутка 
[–1; 1], а функция g (x) = x2 принимает значения из того же промежутка лишь при 
x   [–1; 1], поэтому уравнение может иметь корни лишь на отрезке [–1; 1]. 
Построим графики функций y = sin x и y = x2 (рис. 45). 

При x   [–1; 0) f (x) < 0, а g (x) > 0, поэтому на 
этом промежутке графики функций не имеют 
общих точек, а значит, уравнение sin x = x2 не 
имеет корней; 

Так как f (0) = g (0), то x1 = 0 — корень 
уравнения sin x = x2.  

При x   (0; 1] графики функций имеют 
единственную общую точку, значит, уравнение 
sin x = x2 имеет еще один корень. 

Итак, уравнение sin x = x2 имеет два корня.  Рис. 45 
Замечание. При решении этой задачи мы вынуждены опираться на графики 

функций. Вывод о существовании точки пересечения графиков на промежутке  

(0; 1] следует из того, что разность функций f (x) – g (x) в точке 
6

  положительна, 

а в точке 1 отрицательна. Значит, есть хотя бы одна точка из интервала (
6

 ; 1), где 

эта разность равна нулю. Вывод о единственности такой точки следует из 

возрастания обеих функций на промежутке [
6

 ; 1] с сохранением выпуклости 

вверх у одного графика и выпуклости вниз другого. Этот материал будет 
изучаться в 11 классе.  

в) Функция f (x) = sin x принимает все значения из промежутка [–1; 1], а 
функция  

g (x) = 
10

x  принимает все значения из того же промежутка при x   [–10; 10]. 

Поэтому уравнение имеет корни лишь на отрезке [–10; 10]. 
Так как обе функции нечетные, то сначала рассмотрим их на промежутке  

[0; 10] (рис. 46). На промежутках [  ; 2  ] и [3  ; 10] функция f (x) принимает 
неположительные значения, а функция g (x) — положительные. На этих 
промежутках графики функций не пересекаются. На каждом их промежутков  
[0;  ] и [2  ; 3  ] графики функций пересекаются в двух точках, следовательно, на 
промежутке [0; 10] графики функций пересекаются в четырех точках, поэтому на 
промежутке [0; 10] данное уравнение имеет 4 корня. Столько же корней оно 
имеет на промежутке [–10; 0]. Но так как корень x = 0, входит в оба эти 
промежутка (он учтен дважды), то всего исходное уравнение имеет 7 корней. 
Отметим, что и в этом решении мы вынуждены опираться на графики. 

Рис. 46 



 7
8 

г) Функция f (x) = sin x принимает все значения из промежутка [–1; 1], а 

функция g (x) = 
100

x  принимает все значения из того же промежутка при  

x   [–100; 100]. Поэтому уравнение имеет корни лишь на отрезке [–100; 100]. 
Рассмотрим эти функции на промежутке [–100; 100].  

В отрезке [0; 100] укладывается 15 полных периодов 2   и один неполный, 
изображенный на рисунке 47. На каждом из этих 16 периодов графики функций 
пересекаются в двух точках. Всего на промежутке [0; 100] имеется 32 точки 
пересечения, считая и точку x = 0.  

Рис. 47 
В силу симметричности графиков функций относительно начала координат на 

промежутке [–100; 0] также имеется 32 точки пересечения, считая и точку x = 0, 
поэтому всего точек пересечения 32 + 32 – 1 = 63 (точка x = 0 была учтена 

дважды). Следовательно, уравнение sin x = 
100

x  имеет 63 корня. И в этом решении 

мы вынуждены опираться на графики. 
Дополнительное задание. Постройте график функции y = | sin x | + sin x. 
При тех значениях x, для которых sin x   0 функция задается формулой y = 

2sin x; при тех значениях x, для которых sin x < 0 функция задается формулой y = 0. 
На рисунке 48 график функции y = sin x изображен тонкой линией, а график 
функции y = | sin x | + sin x — жирной линией.  

Рис. 48 

10.2. Функция y = cos  x 

В данном пункте дано определение функции y = cos x, сформулированы и 
обоснованы ее свойства, затем строится ее график. При построении графика 
используется график функции y = sin x. В конце пункта разобраны две задачи, в 
которых доказывается, что у функций y = sin x и y = cos x не существует 
положительного периода, меньшего T = 2  . Тем самым доказано, что T = 2   
является главным периодом функций y = sin x и y = cos x. 

Решения и комментарии 
10.17. Постройте график функции:  
а) y = | cos x |; б) y = cos (   – x); в) y = ctg x sin x. 
Решение. а) Чтобы построить график функции y = | cos x |, нужно сохранить 

точки графика функции y = cos x, расположенные выше и на оси Ox, и 
симметрично отразить относительно оси Ox точки графика функции y = cos x, 
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расположенные ниже оси Ox (рис. 49). 
Рис. 49 

б) Так как cos (   – x) = –cos x, то график функции y = cos (   – x) получится 
симметричным отражением косинусоиды y = cos x относительно оси Ox. 

10.18. Сколько корней имеет уравнение: 

а) cos x = x2;  б) cos x = –x2; в) cos x = 
10

x
;  г) cos x = 

100

x
. 

Ответ. а) 2 корня; б) нет корней; в) 7 корней; г) 63 корня.  

10.3. Функция y = tg  x  

В данном пункте дано определение функции y = tg x, сформулированы и 
обоснованы ее свойства, затем строится ее график. Главным периодом функций  
y = tg x является число T =  . Этот факт будет доказан в п. 10.4. При правильном 
построении графика прямая y = x должна оказаться касательной к графику функции 
y = tg x. Этот факт можно сообщить учащимся для самоконтроля. Он будет 
доказан в 11 классе с помощью вычисления производной функции y = tg x в точке 
x = 0. 

Решения и комментарии 

10.24. Сравните: а) tg 
7


 и tg 

8


;  г) tg 

10

11
 и tg 

10

13
.  

Решение. а) Числа 
7


 и 

8


 принадлежат промежутку 






 


2
;

2
, на котором 

функция y = tg x возрастает, 
7


 > 

8


, следовательно, tg 

7


 > tg 

8


.  

г) Числа 
10

11
 и 

10

13
 принадлежат промежутку 






 

2

3
;

2
, на котором функция 

y = tg x возрастает, 
10

11
 < 

10

13
, следовательно, tg 

10

11
 < tg 

10

13
.  

10.25. Постройте график функции:  
а) y = | tg x |;  б) y = tg | x |;  в) y = tg (   – x);  
г) y = tg x – 1;  д) y = | tg x – 1 |;  е) y = tg x cos x.  
Решение. а) Чтобы построить график функции y = | tg x |, нужно сохранить 

точки графика функции y = | tg x |, расположенные выше и на оси Ox, и 
симметрично отразить относительно оси Ox точки графика функции y = | tg x |, 
расположенные ниже оси Ox (рис. 50).  

б) Чтобы построить график функции y = tg | x |, нужно сохранить точки 
графика функции y = tg x, расположенные правее и на оси Oy, и симметрично 
отразив эту часть графика функции y = tg x относительно оси Oy, получить 
вторую часть искомого графика функции (рис. 51).  

в) Так как tg (   – x) = tg (–x) = – tg x, то график функции y = tg (   – x) 
получится из графика функции y = tg x с помощью симметрии относительно оси 
Ox.  

г) График функции y = tg x – 1 получится из графика функции y = tg x с 
помощью переноса на 1 единицу вниз (рис. 52).  

д) Чтобы построить график функции y = | tg x – 1 |, нужно перенести график 
функции  
y = tg x на 1 единицу вниз, затем сохранить точки полученного графика, 
расположенные выше оси Ox, и симметрично отразить относительно оси Ox точки 
графика, расположенные ниже оси Ox (рис. 53).  

е) Так как tg x cos x = sin x для всех x, кроме x = 
2

  + n, n   Z, то график 

функции  
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y = tg x cos x есть график функции y = sin x без точек, соответствующих числам  

x = 
2

  + n, n   Z (рис. 54). Эти точки изображены на графике «выколотыми» 

точками.  

Рис. 50 

Рис. 51 

Рис. 52 
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Рис. 53 

Рис. 54 

10.4. Функция y = ctg  x 

В данном пункте дано определение функции y = ctg x, сформулированы и 
обоснованы ее свойства, затем строится ее график. При построении графика 
используется график функции y = tg x. В конце пункта разобраны две задачи, в 
которых доказывается, что у функций y = tg x и y = ctg x не существует 
положительного периода, меньшего чем T =  . Тем самым доказано, что T =   
является главным периодом функций y = tg x и y = ctg x. 

Решения и комментарии 

10.32. Сравните: а) ctg 
7


 и ctg 

7

6
;  г) ctg 

10

11
 и ctg 

10

13
.  

Решение. а) Числа 
7


 и 

7

6
 принадлежат промежутку (0;  ), на котором 

функция  

y = ctg x убывает, 
7


 < 

7

6
, следовательно, ctg 

7


 > ctg 

7

6
.  

г) Числа 
10

11
 и 

10

13
 принадлежат промежутку (  ; 2  ), на котором функция y 

= сtg x убывает, 
10

11
 < 

10

13
, следовательно, сtg 

10

11
 > сtg 

10

13
.  

10.33. Постройте график функции:  
а) y = | ctg x |; б) y = сtg | x |; в) y = сtg xsin x.  
Решение. а) Чтобы построить график функции y = | ctg x |, нужно сохранить 

точки графика функции y = ctg x, расположенные выше и на оси Ox, и 
симметрично отразить относительно оси Ox точки графика функции y = ctg x, 
расположенные ниже оси Ox (рис. 55). 
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б) Чтобы построить график функции y = сtg | x |, нужно сохранить точки 
графика функции y = сtg x, расположенные правее и на оси Oy, и симметрично 
отразив эту часть графика функции y = сtg x относительно оси Oy, получить 
вторую часть искомого графика функции (рис. 56).  

в) Так как сtg x sin x = cos x для всех x, кроме x = n, n   Z, график функции  
y = сtg x sin x есть график функции y = cos x без точек, соответствующих числам  
x = n, n   Z (рис. 57). 

г) Так как ctg (   – x) = сtg (–x) = – сtg x, то график функции y = сtg (   – x) 
получится из графика функции y = сtg x с помощью симметрии относительно оси 
Ox.   

д) График функции y = сtg x + 1 получится из графика функции y = сtg x с 
помощью переноса на 1 единицу вверх (рис. 58).  

е) Чтобы построить график функции y = | сtg x + 1 |, нужно перенести график 
функции y = сtg x на 1 единицу вверх, затем сохранить точки полученного 
графика, расположенные выше и на оси Ox, и симметрично отразить 
относительно оси Ox точки графика, расположенные ниже оси Ox (рис. 59). 

Рис. 55 

Рис. 56 
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Рис. 57 

Рис. 58 

Рис. 59 

Промежуточный контроль. С–38. 
Контрольная работа № 6. 

§ 11. Тригонометрические уравнения и неравенства  

При изучении предыдущего тригонометрического материала уделялось 
внимание подготовке учащихся к решению тригонометрических уравнений и 
неравенств. Фактически учащиеся уже обучались решать уравнения и неравенства, 
но вопрос ставился иначе. Например, так: укажите все углы  , для каждого из 
которых справедливо равенство sin   = 0 (или неравенство sin   > 0). Теперь с 
опорой на сформированные умения необходимо научить их решать простейшие и 
сводящиеся к ним тригонометрические уравнения и неравенства, освоить 
специальные приемы решения некоторых тригонометрических уравнений 
неравенств. 

11.1. Простейшие тригонометрические уравнения  

В данном пункте введены понятия основных тригонометрических функций ( 
y = sin x, y = cos x, y = tg x, y = ctg x) и простейшего тригонометрического 
уравнения, понятие серии решений получены формулы для решения простейших 
тригонометрических уравнений sin x = a, cos x = a, tg x = a, ctg x = a, приведены 
примеры применения этих формул. 
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Упражнения к данному пункту учащиеся практически уже решали ранее, но 
с другой постановкой задания, например: «Укажите все углы  , для которых 
справедливо равенство sin   = 1», теперь же требуется решить уравнение sin x = 1.  

Обратим внимание на то, что в учебнике не ставится цель сразу написать 
общую формулу решений уравнения sin x = a (|a|   1) в виде x = (–1)k arcsin a + 
 k, k   Z. Практика показывает, что раннее введение такой записи без должного 
понимания учащимися ее смысла, без объяснения «скрытого» в ней периода 2   
приводит к механическому использованию этой записи с характерной ошибкой: 
(–1)k arcsin a + 2  k, k   Z. 

Учитывая, что для многих заданий вполне достаточно давать ответ в виде 
двух серий решений, на первых порах можно не требовать от учащихся записи 
ответа в сокращенном виде (особенно от слабых учащихся). А чтобы 
предупредить указанную выше ошибку, надо обязательно показать учащимся, что 
при k = 2n или k = 2n + 1, n   Z ответ будет иметь вид arcsin a + 2 n, n   Z или   
– arcsin a + 2 n, n   Z соответственно.  

Можно посоветовать учащимся не решать простейшее уравнение sin x = a по 
общим формулам в случаях a = 0, a = 1, a = –1, мотивируя совет тем, что, 
например, общая формула для решений уравнения sin x = 1 дает повторяющиеся 

решения. Если ответ записать в виде (–1)k 

2

  +  k, k   Z, то, давая k значения 0, 1, 

2, 3, … , получим решения 
2

 , 
2

 , 
2

5 , 
2

5 , … соответственно. Такие же повторы 

корней дают общие формулы для решений уравнений sin x = –1, cos x = –1. 
Учащиеся, как правило, хорошо справляются с предлагаемыми заданиями, 

но учителю необходимо проследить, чтобы этот начальный этап обучения 
решению тригонометрических уравнений был освоен каждым учащимся. 
Проконтролировать умения учащихся решать простейшие тригонометрические 
уравнения можно с помощью самостоятельной работы С–39.  

Решения и комментарии 

11.6. Решите уравнение: а) sin x = 
4

5 ; б) cos x = –
4

 .  

Решение. а) Так как 
4

5  > 1, а sin x   1 для каждого x   R, то уравнение sin x 

= 
4

5  не имеет решений. 

б) Так как –1   –
4

    1, то уравнение cos x = –
4

  имеет две серии решений:  

xn = arcos (–
4

 ) + n, n   Z; xk = –arcos (–
4

 ) +  k, k   Z. Две серии решений xn и xk 

можно объединить в одну: xm =  arcos (–
4

 ) + m, m   Z.  

Заметим, что серии решений xn и xk можно выразить, употребляя одну букву, 
что часто делается для краткости ответов в учебнике. Использовать же формулу 
arcos (–а) =   – arcos а на первых порах не целесообразно. Это только усложнит 
запись ответа. 

11.7. При каких значениях а имеет хотя бы одно решение уравнение: 
а) sin x = a; б) cos x = a; в) tg x = a;  г) ctg x = a? 
Решение. а) Уравнение sin x = a имеет хотя бы одно решение при каждом a   

[–1: 1]. 
б) Уравнение cos x = a имеет хотя бы одно решение при каждом a   [–1: 1]. 
в) Уравнение tg x = a имеет хотя бы одно решение при каждом a   R. 
г) Уравнение ctg x = a имеет хотя бы одно решение при каждом a   R. 
Промежуточный контроль. С–39.  
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11.2. Уравнения, сводящиеся к простейшим заменой неизвестного  

В данном пункте рассмотрены приемы решения тригонометрических 
уравнений, которые после замены неизвестного t = f (x), где f (x) — одна из 
основных тригонометрических функций, сводятся к квадратному или 
рациональному уравнению. Здесь же показан прием решения тригонометрических 
уравнений с помощью замены аргумента у основных тригонометрических функций. 

Решения и комментарии 

11.14. Решите уравнение: а) sin2x = 
3

1 . 

Введя новое неизвестное t = sin x, получим уравнение t2 = 
3

1 , имеющие два 

корня t1 = 
3

3  и t2 = –
3

3 . Поэтому множество решений уравнения sin2x = 
3

1  есть 

объединение множеств решений двух уравнений:  

 sin x = 
3

3  и sin x = –
3

3 . (1) 

Все решения первого уравнения задаются двумя сериями:  

xn = arcsin 
3

3  + 2 n, n   Z; xk =   – arcsin 
3

3  + 2  k, k   Z.  

Все решения второго уравнения задаются двумя сериями:  

xp = arcsin (–
3

3 ) + 2 p, p   Z; xq =   – arcsin (–
3

3 ) + 2 q, q   Z. 

Все решения исходного уравнения задаются четырьмя сериями: xn, xk, xp, xq. 
Замечания. 1. Описанную выше замену неизвестного обычно делают в уме и 

сразу находят объединение множеств решений уравнений (1). 

2. Для наглядной иллюстрации решений исходного 
уравнения можно изобразить в системе координат uOv 
единичную окружность (рис. 60). Тогда на пересечении 

прямой v = 
3

3  и единичной окружности получим две 

точки A и B, соответствующие углам, имеющим 
радианную меру x (далее будем писать коротко: углам 

x), для которых sin x = 
3

3 . Аналогично получим точки C 

и D, соответствующие углам x, для которых sin x = –
3

3 .  Рис. 60 

Таким образом, точки A и B, соответствуют всем решениям уравнения  

sin x = 
3

3 , а точки C и D, соответствуют всем решениям уравнения sin x = –
3

3  

Учитывая симметричность пар точек A и C; B и D относительно точки O, а 
также симметричность точек A и D относительно оси u, все решения исходного 

уравнения можно задать одной серией xm =  arcsin 
3

3  + m, m   Z. 

Промежуточный контроль. С–40.  

11.3. Применение основных тригонометрических формул для решения 
уравнений  

В данном пункте рассмотрены применение основного тригонометрического 
тождества, формул сложения, приемов понижения кратности угла и понижения 
степени уравнения. 

Рассказывая о понижении степени уравнения, можно привести второй способ 
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решения ранее рассмотренного уравнения sin2x = 
3

1 : 

sin2x = 
3

1    
2

2cos1 x  = 
3

1    cos 2x = 
3

1 . 

Все решения последнего в цепочке равносильных уравнений составляют 

серию решений xn = 
2

1 arccos 
3

1  + n, n   Z, которые и являются решениями 

уравнения sin2x = 
3

1 . 

Замечание. При решении одного и того же уравнения (№ 11.4, а) разными 
способами получены ответы, записанные разными способами:  

xm =  arcsin 
3

3  + m, m   Z и xn = 
2

1 arccos 
3

1  + n, n   Z.  (1) 

Полезно убедиться, что xm и xn задают одну и ту же серию решений. Для этого 

достаточно доказать, что углы   = arcsin 
3

3  и   = 
2

1 arccos 
3

1  равны. Так как   и 

  — углы из промежутка (0; 
2

 ), и на этом промежутке функция y = sin x принимает 

каждое значение один раз, то для доказательства равенства   и   достаточно 
доказать, что sin   = sin  .  

Так как     (0; 
2

 ), то sin   > 0, поэтому sin   = 
2

2cos1   = 
2

3

1
1

 = 
3

3 . 

Так как     (0; 
2

 ), то sin   > 0, поэтому sin   = 
3

3 . Следовательно,  

sin   = sin  , а это означает, что   =  . 
Итак, обе формулы (1) задают одну и ту же серию решений исходного 

уравнения. 
Полезно обратить внимание учащихся на то, что в зависимости от способа 

решения уравнения, ответ может быть записан в различных формах. Учащиеся 
должны уметь доказывать, что ответы, записанные разными способами, на самом 
деле одинаковы, но обязательным элементом решения уравнения это 
доказательство не является. 

Решения и комментарии 

11.17. Решите уравнение: а) sin x cos 
3

  + sin 
3

  cos x = 0. 

Используя формулу синуса суммы двух углов, перепишем исходное 

уравнение в виде sin (x  + 
3

 ) = 0. 

Множество всех решений последнего уравнения задается формулой:  

xт  + 
3

  = m, m   Z; откуда находим все решения исходного уравнения:  

xт  = –
3

  + m, m   Z. 

11.18. Решите уравнение:  

а) 
2

3 sin x – 
2

1 cos x = –
2

1 ;  в) sin x – 3 cos x = 2;  д) sin x + cos x = –1. 

Решение. а) Перепишем исходное уравнение в виде 

sin x cos 
6

  – sin 
6

  cos x = –
2

1 , 

sin (x – 
6

 ) = –
2

1 . 

Множество всех решений последнего уравнения задается формулами: 
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xт – 
6

  = –
6

  + 2 m, m   Z и xn – 
6

  = –
6

5  + 2 n, n   Z, 

откуда находим все решения исходного уравнения: xт  = 2 m, m   Z; xn = –
3

2  + 

2 n, n   Z. 
в) Разделив исходное уравнение на число 2, перепишем его в виде 

2

1 sin x – 
2

3 cos x = 1, 

sin x cos 
3

  – sin 
3

  cos x = 1, 

sin (x – 
3

 ) = 1. 

Множество всех решений последнего уравнения задается формулой:  

xт – 
3

  = 
2

  + 2 m, откуда находим все решения исходного уравнения:  

xт  = 
6

5  + 2 m, m   Z. 

д) Умножив исходное уравнение на число 
2

2 , перепишем его в виде 

2

2 sin x + 
2

2 cos x = –
2

2 , 

sin (x + 
4

 ) = –
2

2 . 

Множество всех решений последнего уравнения задается формулами:  

xт + 
4

  = –
4

  + 2 m, m   Z и xn + 
4

  = –
4

3  + 2 n, n   Z, 

откуда находим все решения исходного уравнения: xт  = –
2

  + 2 m, m   Z; xn =  

= –   + 2 n, n   Z. 
11.21. а) Решите уравнение:  

 3 cos 2x – 5cos x = 1. (1) 
Сколько решений это уравнение имеет на отрезке [0; 2  ]? Выпишите их. 
Используя формулу косинуса двойного угла, перепишем уравнение (1) в 

виде 
 6 cos 2x – 5cos x – 4 = 0. (2) 

Введем новое неизвестное t = cos x, уравнение (2) превратится в квадратное 
уравнение с неизвестным t:  
 6 t2 – 5 t – 4 = 0, 

имеющее имеет два корня: t1 = –
2

1  и t2 = 
12

17 . 

Следовательно, множество решений уравнения (2) есть объединение 
множеств решений двух уравнений: 

 cos x = –
2

1   и  cos x = 
12

17 . 

Все решения первого из этих уравнений составляют две серии решений  

xт = 
3

2
 + 2 m, m   Z; xn = –

3

2
 + 2 n, n   Z, 

а второе уравнение решений не имеет. Следовательно, все решения уравнения (1) 
составляют те же две серии решений. 

Отрезку [0; 2  ] принадлежат только одно число из серии xт (при m = 0) и 

только одно число из серии xn (при n = 1), всего два решения: 
3

2
 и 

3

4
. 
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Итак, уравнение (1) имеет две серии решений: 
3

2
 + 2 m, m   Z;  

–
3

2
 + 2 n, n   Z; отрезку [0; 2  ] принадлежат только два решения исходного 

уравнения: 
3

2
 и 

3

4
.  

11.23. а) Решите уравнение: 
 cos 4x + 6sin2 x = 1 (3) 

Используя тождества cos 4x = 2cos2 2x – 1 и sin2 x = 
2

2cos1 x , перепишем 

уравнение (3) в виде 
 2 cos2 2x – 3 cos 2x + 1 = 0. (4) 

Введем новое неизвестное t = cos 2x, уравнение (4) превращается в 
квадратное уравнение с неизвестным t:  
 2 t2 – 3 t + 1 = 0, 

имеющее два корня: t1 = 
2

1  и t2 = 1. 

Следовательно, множество решений уравнения (4) есть объединение 
множеств решений двух уравнений: 

 cos2 x = 
2

1   и  cos 2x = 1. 

Все решения первого из этих уравнений составляют одну серию решений  

xт = 
6

  + m, m   Z, а все решения второго уравнения составляют одну серию 

решений xk =  k, k   Z. Следовательно, все решения уравнения (3) составляют те 
же две серии решений. 

Промежуточный контроль. С–41.  

11.4. Однородные уравнения 

В данном пункте рассмотрены однородные тригонометрические уравнения 
и способ их решения с помощью перехода к равносильным им уравнениям 
относительно тангенса, приведены примеры решения однородных уравнений 
первой, второй и третьей степени. 

Решения и комментарии 
11.26. Решите уравнение: а) sin x – cos x  = 0. 
Исходное уравнение равносильно уравнению tg x – 1 = 0, имеющему одну 

серию решений xт = 
4

  + m, m   Z, следовательно, исходное уравнение имеет ту 

же серию решений. 
11.29. Решите уравнение: а) sin2 x – 3sin x cos x + 2cos2 x = 0. 
Исходное уравнение равносильно уравнению  

 tg 2x – 3tg x + 2 = 0. (1) 
Сделав замену неизвестного t = tg x, получим квадратное уравнение  

t2 – 3t + 2 = 0, имеющее два корня: t1 = 1 и t2 = 2. 
Следовательно, множество решений уравнения (1) есть объединение 

множеств решений двух уравнений: 
 tg x = 1 и  tg x = 2. 

Все решения первого из этих уравнений составляют серию решений xт = 
4

  

+ m, m   Z, а все решения второго уравнения составляют серию решений  
xn = arctg 2 + n, n   Z. Следовательно, все решения исходного уравнения, 
равносильного уравнению (1) составляют те же две серии решений. 

11.30. Решите уравнение: а) sin3 x – 2sin2 x cos  x – sin x cos2 x + 2cos3 x = 0.  
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Исходное уравнение равносильно уравнению  
 tg 3x – 2tg 2x – tg x + 2 = 0. (2) 

Сделав замену неизвестного t = tg x, получим уравнение t 3 – 2t2 – t + 2 = 0, 
имеющее три корня: t1 = –1, t2 = 1, t3 = 2. 

Следовательно, множество решений уравнения (2) есть объединение 
множеств решений трех уравнений: 
 tg x = –1, tg x = 1,  tg x = 2. 

Решая каждое из этих простейших тригонометрических уравнений, 
находим, что множество всех решений уравнения (2), а значит и исходного 

уравнения, состоит из трех серий решений: xт = –
4

  + m, m   Z, xk = 
4

  +  k,  

k   Z, xn = arctg 2 + n, n   Z.  

Две первые серии можно объединить в одну: xт = 
4

  + 
2

m , m   Z. 

11.31. Решите уравнение: а) 2cos 4x – cos3 x = 2 – cos2 x. 
Используя тождества 
cos 4x = 2cos2 2x – 1 = 2(2cos2 x – 1) – 1 = 8cos4 x – 8cos2 x + 1, 

перепишем исходное уравнение в виде  
 16cos4 x – cos3 x = 0 
или в виде  

 cos3 x (cos x – 
16

1
) = 0. (3) 

Следовательно, множество решений уравнения (3) есть объединение 
множеств решений двух уравнений: 

 cos x = 0 и  cos x = 
16

1
. 

Все решения первого из этих уравнений составляют серию решений xт = 
2

  

+ m, m   Z, а все решения второго уравнения составляют серию решений  

xn =  arccos 

16

1  + 2 n, n   Z. Следовательно, все решения исходного уравнения 

составляют те же две серии решений. 
Промежуточный контроль. С–42. 

11.5. Простейшие неравенства для синуса и косинуса  

В данном пункте рассмотрены неравенства sin x > a, sin x < a, cos x > a,  
cos x < a. Приведены их решения в общем виде и для конкретных значений a. 
Опираясь на рисунки учебника с графиками функций y = sin x и y = cos x, надо 
показать, как читаются промежутки решений (слева направо). Полезно показать и 
второй способ получения тех же ответов с помощью единичной окружности, 
читая промежутки от меньшего числа к большему против часовой стрелки. Далее 
для нескольких неравенств показаны оба способа решения тригонометрических 
неравенств. 

Решения и комментарии 

11.34. Решите неравенство: а) sin x > 
2

1 ; г) sin x < 
2

1 . 
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Решение. I способ. В системе координат xOy построим графики функций  

y = sin x и y = 
2

1 , отметим точки пересечения графиков (рис. 61). На оси Ox им 

соответствуют точки 
6

 , 
6

5 , 
6

13  и др. 

Рис. 61 

а) Все точки графика y = sin x, расположенные выше прямой y = 
2

1 , 

соответствуют таким значениям x, для которых sin x > 
2

1 . Эти точки графика 

выделены жирной линией, а соответствующие им промежутки значений x, 

являющиеся решениями неравенства sin x > 
2

1 , выделены штриховкой (рис. 61). 

Эти решения составляют серию промежутков (
6

  + 2 n; 
6

5  + 2 n), n   Z. 

г) Все точки графика y = sin x, расположенные ниже прямой y = 
2

1 , 

соответствуют таким значениям x, для которых sin x < 
2

1 . Эти точки графика 

изображены тонкой линией, а соответствующие им промежутки значений x, 

являющиеся решениями неравенства sin x < 
2

1 , не выделены штриховкой (рис. 

61). Эти решения составляют серию промежутков (
6

5  + 2 n; 
6

13  + 2 n), n   Z.  

II способ. В системе координат uOv построим единичную окружность, на 

которой отметим две точки, соответствующие углам x, для которых sin x = 
2

1 . Они 

получатся на пересечении прямой v = 
2

1  и единичной окружности. 

а) Все точки, расположенные выше прямой v = 
2

1 , соответствуют углам x, 

для которых sin x > 
2

1  (эти точки выделены жирной линией). Поэтому все 

решения исходного неравенства составляют серию промежутков  

(
6

  + 2 n; 
6

5  + 2 n), n   Z (рис. 62). 

г) Все точки, расположенные ниже прямой v = 
2

1 , соответствуют углам x, 

для которых sin x < 
2

1  (эти точки выделены жирной линией). Поэтому все 

решения исходного неравенства составляют серию промежутков (
6

5  + 2 n; 
6

13  

+ 2 n), n   Z (рис. 63).  
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 Рис. 62 Рис. 63 

11.37. Решите неравенство: а) cos x > 
4

3 ; г) cos x < 
4

3 .  

Решение. I способ. Построим в системе координат xOy графики функций  

y = cos x и y = 
4

3 , отметим точки пересечения графиков (рис. 64). На оси Ox им 

соответствуют точки 0  = arccos 
4

3 , 1  = –arccos 
4

3 , 2  = 2   – arccos 
4

3  и др. 

Рис. 64 

а) Все точки графика y = cos x, расположенные выше прямой y = 
4

3 , 

соответствуют таким значениям x, для которых cos x > 
4

3 . Эти точки графика 

выделены жирной линией, а соответствующие им промежутки значений x, 
являющиеся решениями неравенства  

cos x > 
4

3 , выделены штриховкой (рис. 64). Эти решения составляют серию 

промежутков (–arccos 
4

3  + 2 n; arccos 
4

3  + 2 n), n   Z. 

г) Все точки графика y = cos x, расположенные ниже прямой y = 
4

3 , 

соответствуют таким значениям x, для которых cos x < 
4

3 . Эти точки графика 

изображены тонкой линией, а соответствующие им промежутки значений x, 
являющиеся решениями неравенства  

cos x < 
4

3 , не выделены штриховкой (рис. 64). Эти решения составляют серию 

промежутков (arccos 
4

3  + 2 n; 2   – arccos 
4

3  + 2 n), n   Z.  

II способ. В системе координат uOv построим единичную окружность, на 

которой отметим две точки, соответствующие углам x, для которых cos x = 
4

3 . 

Они получатся на пересечении прямой u = 
4

3  и единичной окружности. 

а) Все точки, расположенные правее прямой u = 
4

3 , соответствуют углам x, 
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для которых cos x > 
4

3 . Поэтому все решения исходного неравенства составляют 

серию промежутков (–arccos 
4

3  + 2 n; arccos 
4

3  + 2 n), n   Z (рис. 65). 

г) Все точки, расположенные левее прямой u = 
4

3 , соответствуют углам x, 

для которых cos x < 
4

3 . Поэтому все решения исходного неравенства составляют 

серию промежутков (arccos 
4

3  + 2 n; 2   – arccos 
4

3  + 2 n), n   Z (рис. 66).  

 Рис. 65 Рис. 66 

Замечание. Характерная ошибка учащихся при решении 
тригонометрических неравенств заключается в том, что при чтении промежутков 
они не соблюдают главного требования: промежутки читаются от меньшего числа 
к большему (т. е. на окружности против часовой стрелки).  

11.6. Простейшие неравенства для тангенса и котангенса  

В данном пункте рассмотрены неравенства tg x > a, tg x < a, ctg x > a, ctg x < 
a. Опираясь на рисунки учебника с графиками функции y = tg x и y = ctg x, надо 
показать, как читаются промежутки решений (слева направо), потом показать, как 
те же ответы можно получать с помощью единичного круга, читая промежутки от 
меньшего числа к большему против часовой стрелки. 

Решения и комментарии 
11.39. Решите неравенство: а) tg x > 1; ж) tg x < 1. 
Решение. I способ. В системе координат xOy построим графики функций  

y = tg x и y = 1, отметим точки пересечения графиков (рис. 67). На оси Ox им 

соответствуют точки 
4


, 

4

5
 и др. 

Рис. 67 

а) Все точки графика y = tg x, расположенные выше прямой y = 1, 
соответствуют значениям x, для которых tg x > 1. Эти точки графика выделены 
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жирной линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся 
решениями неравенства tg x > 1 выделены штриховкой (рис. 67). Эти решения 

составляют серию промежутков (
4


+ n; 

2


 + n), n   Z. 

ж) Все точки графика y = tg x, расположенные ниже прямой y = 1, 
соответствуют значениям x, для которых tg x < 1. Эти точки графика изображены 
тонкой линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся 
решениями неравенства tg x < 1, не выделены штриховкой (рис. 67). Эти решения 

составляют серию промежутков (–
2

  + n; 
4

  + n), n   Z.  

II способ. В системе координат uOv построим единичную окружность, на 
которой отметим две точки, соответствующие углам x, для которых tg x = 1. Они 
получатся на пересечении единичной окружности и прямой, проходящей через 
начало координат и точку 1 оси тангенсов. 

Рис. 68 Рис. 69 

а) Все точки единичной окружности, соответствующие углам x, для которых 
tg x > 1, выделены жирной линией. Все решения исходного неравенства 

составляют серию промежутков (
4


+ n; 

2


 + n), n   Z (рис. 68).  

ж) Все точки единичной окружности, соответствующие углам x, для 
которых tg x < 1, выделены жирной линией. Все решения исходного неравенства 

составляют серию промежутков (–
2

  + n; 
4

  + n), n   Z (рис. 69). 

11.42. Решите неравенство: а) ctg x > 2; г) ctg x < 2.  
Решение. а) I способ. В системе координат xOy построим графики функций 

y = ctg x и y = 2, отметим точки пересечения графиков (рис. 70). На оси Ox им 
соответствуют точки 0  = arcctg 2, 1  = arcctg 2 +   и др. 

Все точки графика y = сtg x, расположенные выше прямой y = 2, 
соответствуют значениям x, для которых ctg x > 2. Эти точки графика выделены 
жирной линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся 
решениями неравенства ctg x > 2 выделены штриховкой (рис. 70). Эти решения 
составляют серию промежутков ( n; arcctg 2 + n), n   Z.  

г) Все точки графика y = ctg x, расположенные ниже прямой y = 2, 
соответствуют значениям x, для которых ctg x < 2. Эти точки графика изображены 
тонкой линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся 
решениями неравенства ctg x < 2, не выделены штриховкой (рис. 70). Эти решения 
составляют серию промежутков (arcctg 2 + n;   + n), n   Z.  
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 Рис. 70 

II способ. В системе координат uOv построим единичную окружность, на 
которой отметим две точки, соответствующие углам x, для которых ctg x = 2. Они 
получатся на пересечении единичной окружности и прямой, проходящей через 
начало координат и точку 2 оси котангенсов. 

а) Все точки единичной окружности, соответствующие углам x, для которых 
сtg x > 2, выделены жирной линией. Все решения исходного неравенства 
составляют серию промежутков ( n; arcctg 2 + n), n   Z (рис. 71). 

г) Все точки единичной окружности, соответствующие углам x, для которых 
сtg x < 2, выделены жирной линией. Все решения исходного неравенства 
составляют серию промежутков (arcctg 2 + n;   + n), n   Z (рис. 72).  

 Рис. 71 Рис. 72 

11.7. Неравенства, сводящиеся к простейшим заменой неизвестного  

В данном пункте рассмотрены приемы решения тригонометрических 
неравенств, которые после замены неизвестного t = f (x), где f (x) — одна из 
основных тригонометрических функций, сводятся к квадратному или 
рациональному неравенству. Здесь же показан прием решения тригонометрических 
неравенств с помощью замены аргумента у основных тригонометрических 
функций.  

Решения и комментарии 
11.44. а) Решите неравенство  

 sin2 x – 
2

2 sin x < 0. (1) 

Введем новое неизвестное t = sin x. Неравенство (1) перепишется в виде  

 t2 – 
2

2 t  < 0.  (2) 

Множество всех решений неравенства (2) есть все t из промежутка 0 < t < 
2

2 . 

Поэтому все решения неравенства (1) есть решения двойного неравенства  
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 0 < sin x  < 
2

2   (3) 

Множество всех решений неравенства (3), а 
значит, и неравенства (1), есть две серии интер-

валов (2 n; 
4

  + 2 n) и (
4

3  + 2 n;   + 2 n),  

n   Z (рис. 73). 
11.47. а) Решите неравенство  

 sin 2x > 0. (4) 
Введем новое неизвестное t = 2x. 

Неравенство (4) перепишется в виде  
 sin t > 0.  (5) Рис. 73 

Множество всех решений неравенства (5) есть серия интервалов 2 n < t  <   +  
+ 2 n, n   Z, следовательно, множество всех решений неравенства (4) находим из 
условий  

2 n < 2x  <   + 2 n, 
оно задается двойным неравенством  

n < x  < 
2

  + n, n   Z. 

Следовательно, множество неравенство решений неравенства (4) есть серия 

интервалов ( n; 
2

  + n), n   Z. 

Промежуточный контроль. С–43. 

11.8. Введение вспомогательного угла 

В данном пункте рассмотрено введение вспомогательного угла. Применение 
этого приема показано на примерах решения уравнений и неравенств. В 
предыдущих пунктах уже решались уравнения вида a sin x + b cos x = 0 находились 
наибольшее и наименьшее значение функции y = a sin x + b cos x. Но только теперь 
применение приема рассматривается в общем виде. 

Решения и комментарии 
11.50. а) Решите уравнение  
 4sin x – 5cos x = 2. (1) 

Разделив обе части уравнения (1) на число 22 )5(4   = 41 , перепишем это 

уравнение в виде 

 
41

4 sin x – 
41

5 cos x = 
41

2
. (2) 

Подберем такой угол  , что sin   = 
41

5 , а cos   = 
41

4 , тогда уравнение (2) 

перепишется в виде 

 sin (x –  ) = 
41

2
. (3) 

Так как 
41

2
 < 1, то множество решений уравнения (3) задается формулами  

xn –   = arcsin
41

2
 + 2 n, n   Z и xk –   =   – arcsin

41

2
+ 2  k, k   Z, откуда 

получим, что уравнение (1) имеет две серии решений:  

xn =   + arcsin
41

2
+ 2 n, n   Z и xk =   +   – arcsin

41

2
+ 2  k, k   Z, где  

  = arcsin
41

5 . 
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11.52. а) Решите неравенство  
 sin x + cos x > – 2 . (4) 

Разделив обе части неравенства (1) на положительное число 22 11   = 2 , 
перепишем это неравенство в виде 

 
2

1 sin x + 
2

1 cos x > –1. (5) 

Так как 
2

1  = sin 
4

 , а 
2

1  = cos 
4

 , то неравенство (5) 

перепишется в виде 

 sin (x + 
4

 ) > –1. (6) 

Все решения неравенства (6) задаются условиями  

 –
2

  + 2 n < x + 
4

  < 
2

3  + 2 n, n   Z (рис. 74), Рис. 74 

откуда находим все решения неравенства (6):  

 –
4

3  + 2 n < x < 
4

5  + 2 n, n   Z. 

Следовательно, все решения неравенства (4) составляют серию интервалов  

(–
4

3  + 2 n; 
4

5  + 2 n), n   Z. 

Замечание. Так как неравенство (6) равносильно неравенству sin (x + 
4

 )   –1, 

то все решения неравенства (6) можно было задать другим условием:  

x + 
4

    –
2

  + 2 n, n   Z, тогда все решения неравенства (4) можно записать и 

так: x   –
4

3  + 2 n, n   Z. 

Обратим внимание на то, что однородные тригонометрического уравнения 
первой и второй степени можно решать двумя способами: 

1) введением вспомогательного угла 
и 

2) сведением к равносильному уравнению относительно тангенса (п. 11.4 
учебника). 

Причем оба способа одинаково трудоемки. 
В то же время однородные тригонометрического неравенства первой и 

второй степени предпочтительнее решать введением вспомогательного угла, так 
как сводить их к неравенствам относительно тангенса очень трудоемкая задача. 

Например, рассмотрим решение неравенства  
 sin x – cos x > 0. (7) 
I способ. Вводя вспомогательный угол, перепишем неравенство (7) в виде 

 sin (x – 
4

 ) > 0. (8) 

Множество всех решений неравенства (8) задается условиями  

2 n < x – 
4

  <   + 2 n, n   Z. 

Откуда находим множество всех решений неравенства (7):  

4

  + 2 n < x < 
4

5
 + 2 n, n   Z. 

II способ. Для решения неравенства (7) вторым способом, надо решить три 
системы: 

1) 







,0sin

0cos

x

x
  2) 








,1

0cos

xtg

x
 3) 







1

0cos

xtg

x
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и затем объединить решения трех систем. 
Ясно, что первый способ предпочтительнее. 
11.54. б) Решите неравенство  
 3sin2 x – 2 3 sin x cos x – 3cos2 x > 0. (9) 
I способ. Перепишем неравенство (9), разложив его левую часть на 

множители: 
 (sin x – 3 cos x)(3sin x + 3 cos x) > 0. (10) 

Разделим неравенство (10) на 4 3 : 

 (
2

1
sin x – 

2

3 cos x)(
2

3 sin x + 
2

1
cos x) > 0. (11) 

Преобразуем левую часть неравенства, введя вспомогательный угол: 

 sin (x – 
3

 )sin (x + 
6

 ) > 0. (12) 

Далее можно решить две системы неравенств и, объединив множества их 
решений, получить множество решений неравенства (9). Применим другой прием. 
Так как  

 sin (x + 
6

 ) = = sin ((x – 
3

 ) + 
2

 ) = cos (x – 
3

 ), 

то после умножения на 2 неравенство (12) перепишется в виде 

 2sin (x – 
3

 )cos (x – 
3

 ) > 0 

или в виде 

 sin (2x – 
3

2 ) > 0. (13) 

Все решения неравенства (13) задаются условиями  

 2 n < 2x – 
3

2  <   + 2 n, n   Z. 

откуда находим все решения неравенства (13):  

 
3

  + n < x < 
6

5
 + n, n   Z. 

Следовательно, все решения неравенства (9) составляют серию интервалов  

(
3

  + n; 
6

5
 + n), n   Z. 

II способ. 1) Если соs x = 0, т. е. если xk = 
2

  + n, n   Z, то справедливо 

неравенство  
 3sin2 xk – 2 3 sin xk cos xk – 3cos2 xk > 0. 
Это означает, что все числа xk являются решениями неравенства (9) (рис. 75, 

а).  

2) Если соs x   0, т. е. если x   
2

  + n, то неравенство (9) можно 

переписать в виде 
 cos2 x (3tg2 x – 2 3 tg x – 3) > 0. (14) 
Так как cos2 x > 0, то неравенство (14) равносильно неравенству 
 3tg2 x – 2 3 tg x – 3 > 0. (15) 
Введя новое неизвестное t = tg x, перепишем неравенство (15) в виде 
 3t2 – 2 3 t – 3 > 0. (16) 

Множество всех решений неравенства (16) есть все t < –
3

3  и все t > 3 . 

Поэтому множество решений неравенства (9) есть объединение множеств 
решений неравенств  
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 tg x > 3  и tg x < –
3

3 . 

Множество решений первого неравенства есть серия интервалов  

(
3


+  k; 

2

  +  k), k   Z, а множество решений второго неравенств есть серия 

интервалов (
2

  + n; 
6

5
 + n), n   Z. Тогда множество решений неравенства (14) 

есть объединение этих интервалов (рис. 75, б). 
3) Объединив все найденные решения, получим множество решений 

неравенства (9): (
3

  + n; 
6

5
 + n), n   Z (рис. 75, в).  

Рис. 75 
Наиболее простым представляется следующий способ решения данного 

неравенства.  
III способ. Применив формулы синуса и косинуса двойного угла, перепишем 

неравенство (9) в виде 
 –3cos 2x – 3 sin 2x > 0. 

Разделив обе части этого неравенства на –2 3 , перепишем его в виде  

 
2

3 cos 2x + 
2

1 sin 2x < 0. (17) 

Так как 
2

1  = sin 
3

 , а 
2

3  = cos 
3

 , то неравенство (17) перепишется в виде 

 sin (2x + 
3

 ) < 0. (18) 

Все решения неравенства (18) задаются условиями n + 2 n < 2x + 
3

  < 2   

+ 2 n, n   Z. Отсюда получим, что все решения неравенства (9) есть серия 

интервалов (
3

  + n; 
6

5
 + n), n   Z (рис. 75, в).  

Замечание. При выполнении задания 11.54 вторым способом часто 
пропускают первый шаг решения и, как следствие, теряют решения xk. 

11.9. Замена неизвестного t = sin x + cos x  

В данном пункте рассмотрен специальный прием решения уравнений и 
неравенств, содержащих выражения sin x + cos x (или sin x – cos x) и sin x cos x.  

Решения и комментарии 
11.56. а) Решите уравнение  
 2sin x cos x + sin x + cos x = 1. (7) 
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Сделаем замену неизвестного t = sin x + cos x и выразим через t выражение 
2sin x cos x. 
 t2 = 1 + 2sin x cos x, откуда 2sin x cos x = t2 – 1, 
поэтому уравнение (7) перепишется в виде 

 t2 + t – 2 = 0. (8) 
Уравнение (8) имеет два корня: t1 = 1 и t2 = –2, следовательно, множество 

решений уравнения (7) есть объединение множеств решений двух уравнений  
sin x + cos x = 1 и sin x + cos x = –2. 

Перепишем эти уравнения с помощью введения вспомогательного угла:  

sin (x + 
4

 ) = 
2

2  и sin (x + 
4

 ) = – 2 . 

Первое из этих уравнений имеет две серии решений xn = 2 n, n   Z и xk = 
2


 

+ 2  k, k   Z, а второе уравнение не имеет решений, так как sin (x + 
4

 )   –1 для 

любого x   R, а – 2  < –1. 

Итак, уравнение (7) имеет две серии решений xn = 2 n, n   Z и xk = 
2


 + 2  k,  

k   Z. 
11.58. а) Решите уравнение  
 sin3 x + cos3 x = sin 2x + 1. (9) 
Перепишем уравнение (9) в виде  
 (sin x + cos x)(1 – sin x cos x) = 2sin x cos x + 1. (10) 
Используя замену неизвестного t = sin x + cos x, перепишем уравнение (10) в 

виде 

 t (1 – 
2

12 t ) = t2. (11) 

Уравнение (11) имеет три корня: t1 = 0, t2 = 1 и t2 = –3, следовательно, 
множество решений уравнения (9) есть объединение множеств решений трех 
уравнений  

sin x + cos x = 0, sin x + cos x = 1 и sin x + cos x = –3. 
Решим эти уравнения введением вспомогательного угла.  

Первое из них имеет одну серию решений: xn = –
4

  + n, n   Z, второе — две 

серии решений: xm = 
2

  + 2 m, m   Z и xk = 2  k, k   Z, а третье — не имеет 

решений, так как sin x + cos x > –2 для любого x   R, а –3 < –2. 
Итак, уравнение (9) имеет три серии решений: xm, xn и xk. 
11.59. а) Решите неравенство  
 sin 2x – 3sin x – 3cos x + 3 < 0. (12) 
Используя замену неизвестного t = sin x + cos x, перепишем неравенство (12) 

в виде 
 t 2 – 3t + 2 < 0. (13) 
Все решения неравенства (13) есть все t из промежутка: 1 < t < 2, 

следовательно, множество решений неравенства (12) совпадает с множеством 
решений двойного неравенства   
 1 < sin x + cos x < 2. (14) 

Используя введение вспомогательного угла, перепишем это неравенство в 
виде 

 
2

2 < sin (x + 
4

 ) < 2 .  

Неравенство sin (x + 
4

 ) < 2  справедливо для любого x   R, а все решения 
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неравенства sin (x + 
4

 ) > 
2

2  задаются условиями  

 
4

  + 2 n < x + 
4

  < 
4

3  + 2 n, n   Z, 

откуда найдем все решения неравенства (14) 2 n < x < 
2

  + 2 n, n   Z. 

Итак, решения неравенства (12) составляют серии интервалов: (2 n; 
2

  + 2 n), 

n   Z. 
Промежуточный контроль. С–44, С–45 (повторение). 
Контрольная работа № 7  
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Глава 3. Элементы теории вероятностей 

Элементы теории вероятностей — это новое содержание в курсе 
математики средней школы. Ранее эти вопросы изучались лишь в физико-
математических классах, теперь в небольшом объеме этот материал стал 
обязательным и при обучении на базовом уровне. Для контроля усвоения 
материала главы 3 можно использовать задачи из учебника или из других 
источников. 

В преамбуле главы 3 введены понятия: события и случайные события.   

§ 12. Вероятность события. Свойства вероятностей 

12.1. Понятие вероятности события 

В данном пункте введены понятия равновозможных событий, единственно 
возможных событий, случая, достоверного события, невозможного события, 
несовместных событий, вероятности события.  

Решения и комментарии 
12.2. Бросают игральную кость. Являются ли события А — выпадение шести 

очков и В — выпадение четного числа очков равновозможными, единственно 
возможными?  

События А и В не являются равновозможными, так как событию А 
благоприятствует один случай (выпадет 6 очков), а событию B — три (выпадет 2, 
4, 6 очков). События А и В не являются и единственно возможными, так как кроме 
событий А и В может произойти, например, и событие С — выпадет 5 очков.  

12.4. Бросают две монеты. Рассмотрим два события: А — выпали два орла; В 
— выпала решка (хотя бы на одной монете). Являются ли события А и В: 

а) равновозможными;  б) несовместными? 
Решение. Для большей наглядности будем считать, что монеты разные — 

большая и маленькая, всего возможны 4 случая: выпадут два орла (Оо), две 
решки (Рр), орел на большой монете, решка на маленькой (Ор), орел на 
маленькой монете, решка на большой (Ро).  

а) События А и В не являются равновозможными, так как событию А 
благоприятствует один случай (Оо), а событию B — три (Рр, Ор, Ро).  

б) События А и В являются несовместными, так как они не могут произойти 
одновременно в одном опыте.  

12.8. При игре в лото используются фишки с номерами от 1 до 90. Наудачу 
вынимается одна фишка. Какова вероятность события:   

а) А — номер вынутой фишки делится на 10; 
б) В — номер вынутой фишки делится и на 5, и на 9; 
в) С — номер вынутой фишки меньше 100; 
г) D — номер вынутой фишки 77? 
Решение. а) Событию А благоприятствуют 9 случаев: будут вынуты фишки 

с номерами 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90. P (A) = 10:90 = 0,1. 
б) Событию В благоприятствуют 2 случая: будут вынуты фишки с 

номерами 45, 90. P (В) = 2:90 = 
45

1 . 

в) Событию С благоприятствуют 90 случаев: будут вынуты фишки с 
номерами от 1 до 90. P (С) = 90:90 = 1. 

г) Событию D благоприятствуют 1 случай: будет вынута фишка с номером 

77. P (D) = 1:90= 
90

1
.  

12.10. а) Я задумал двузначное число. Какова вероятность того, что вы 
угадаете это число с первого раза? 
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б) Я задумал двузначное число, записанное разными цифрами. Какова 
вероятность того, что вы угадаете это число с первого раза? 

Решение. а) Всех двузначных чисел 99 – 9 = 90. Вероятность угадать одно 

из них с первого раза равна 
90

1
. 

б) Из 90 двузначных чисел записанных разными цифрами 90 – 9 = 81. 

Вероятность угадать такое число с первого раза равна 
81

1
. 

12.11. Ученик задумал натуральное число, не превышающее 100. Какова 
вероятность того, что это число: а) четное; б) делится на 4; в) делится на 10; г) 
при делении на 10 дает в остатке 7? 

Из первых 100 натуральных чисел 50 четных, 25 делящихся на 4, 10 
делящихся на 10, 10 дающих при делении на 10 остаток 7, поэтому искомая 
вероятность равна:  

а) 50:100 = 0,5; б) 25:100 = 0,25; в) 10:100 = 0,1; г) 10:100 = 0,1. 
12.12. Используя некоторые из пяти цифр 1, 2, 3, 4, 5 без повторения, 

записали четырехзначное число. Какова вероятность того, что вы угадаете это 
число с первого раза? 

Таких четырехзначных чисел 4
5A  = 5432 = 120, поэтому искомая 

вероятность равна: 1:120 = 
120

1 . 

12.13. Четырехзначное число записали, используя цифры 1, 2, 3, 4, 5 (цифры 
числа могут быть одинаковые). Какова вероятность того, что вы угадаете это 
число с первого раза? 

Таких четырехзначных чисел 5555 = 625, поэтому искомая вероятность 

равна: 1:625 = 
625

1 . 

12.14. Один игрок записал четырехзначное число, используя различные 
цифры, кроме 0. Какова вероятность того, что второй игрок угадает это число с 
первого раза? 

Таких четырехзначных чисел 4
9A  = 9876 = 3024, поэтому искомая 

вероятность равна: 1:3024 = 
3024

1 . 

12.16. В ящике лежат 6 белых и 8 черных шаров — из них 2 белых и 3 
черных шара помечены звездочками. Из ящика наудачу вынимают один шар. 
Какова вероятность того, что будет вынут белый шар со звездочкой? 

Вероятность вынуть любой из двух белых шаров со звездочкой равна:  

2:(6 + 8) = 
7

1
.  

12.17. Четыре футбольные команды К1, К2, К3, К4, вышли в полуфинал 
мирового первенства. Специалисты считают, что их силы примерно равны. 
Какова вероятность события: 

а) А — команды К1 и К2 выйдут в финал; 
б) В — команда К1 получит «золото», а команда К2 — «серебро»; 
в) С — команды заняли места с первого по четвертое в указанном порядке: 

К4, К1, К3, К2? 
Решение. а) В финал может выйти любая пара команд: 1) К1 и К2, 2) К1 и 

К3; 3) К1 и К4; 4) К2 и К3; 5) К2 и К4; 6) К3 и К2. Событию А благоприятствует 1 

случай из 6, поэтому P (А) = 
6

1 .  
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б) В каждом из рассмотренных 6 случае (задание а) имеется два способа 
распределить «золото» и «серебро». Событию В благоприятствует 1 случай из 12, 

поэтому, P (В) = 
12

1 .  

в) Так как распределение мест с 1 по 4 возможно P4  = 4321 = 24 

способами, то событию С благоприятствует 1 случай из 24, поэтому, P (С) = 
24

1
.  

12.2. Свойства вероятностей событий 

В данном пункте определена сумма событий A и B, сумма несовместных 
событий A и B, произведение событий A и B, введены соответствующие 
обозначения: AB, A + B, AB. Здесь дано определение события, 

противоположного событию A (обозначение: А ) введено обозначение BA \  для 
события, заключающегося в том, что происходит событие A, но событие В не 
происходит. 

Решения и комментарии 
12.22. Бросают игральный кубик. Событие А заключается в выпадении или 

5, или 6 очков; событие В заключается в выпадении четного числа очков. В чем 
заключаются события BA \  и AB \ ? Вычислите вероятности Р ( BA \ ) и Р ( AB \ ). 

Cобытие BA \  заключается в выпадении 5 очков, Р ( BA \ ) = 
6

1 . Событие 

AB \  заключается в выпадении 2 или 4 очков Р ( AB \ ) = 
6

2
 = 

3

1
. 

12.24. Однажды к Галилео Галилею явился солдат и спросил: какая сумма 
выпадает чаще при бросании трех игральных костей — 9 или 10? Галилей 
правильно решил эту задачу. Что ответил Галилей? 

При бросании трех костей возможны 666 = 216 случаев, каждому из них 
соответствует трехзначное число, первая, вторая и третья цифры которого — 
количества очков, выпавшие соответственно на первом, втором и третьем кубике:  

111, 112, 113, 113, 114, 115, 116, 211, … , 665, 666. 
Сумма 9 очков получится только в следующих 25-ти случаях:  

126,  216,  315, 414, 513,  612, 
135,  225,  324, 423,  522, 621. 
144,  234,  333, 432, 531, 
153,  243, 342, 441, 
162,  252, 351, 
 261, 

Сумма 10 очков получится только в следующих 27-ти случаях:  
136,  226, 316, 415, 514, 613, 
145,  235, 325, 424, 523, 622, 
154,  244, 334, 433, 532, 631. 
163,  253, 343, 442, 541, 
 262,  352, 451, 
  361,  

Следовательно, вероятность выпадения 9 очков равна 
216

25 , а вероятность 

выпадения 10 очков равна 
216

27 . Поэтому более вероятно выпадение 10 очков. 

Ответ. 10 очков. 
12.25. В некотором царстве, в некотором государстве живут правдолюбцы, 

которые всегда говорят правду, и лжецы, которые могут лгать или говорить 
правду, но не любят признаваться в этом. Для получения правдивой информации 
о количестве лжецов было проведено такое исследование. Каждого испытуемого 
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спрашивали: «Вы лжец?» Прежде чем ответить, испытуемый подбрасывал 
монету так, чтобы результат этого опыта был виден только ему одному. Если 
выпадал герб, то он должен был сказать «да» (независимо от того, кем он 
является на самом деле). Если же выпадала решка, то он должен был правдиво 
ответить на вопрос (в этом случае исследователи не могли знать, кем на самом 
деле является испытуемый, так как они не знали результата опыта с монетой). В 
результате исследования выяснилось, что 61 % граждан царства-государства 
ответили «да», остальные — «нет». Сколько процентов граждан этого царства-
государства являются лжецами, если были опрошены все граждане? 

Считаем выпадение герба и решки равновероятными событиями, поэтому у 
50 % всех граждан после выпал герб, и они сказали «да». Еще 61 – 50 = 11 (%) 
всех граждан после выпадения у них решки также сказали «да». Они лжецы, их 
количество составляет 11 % от тех граждан, которым выпала решка, а таких 
граждан — половина от общего числа. Если считать, что лжецы равномерно 
распределены между двумя группами испытуемых, то и среди первой группы, а, 
значит, и среди всего населения царства-государства они составляют 22 %. 

12.26. Имеется 16 игральных карт: 4 валета, 4 дамы, 4 короля и 4 туза. Из 
колоды наудачу вынимают одну карту. Какова вероятность, что будет вынута 
или козырная карта, или дама? 

Решение. Пусть событие А заключается в том, что будет вынута козырная 

карта, P (A) = 
16

4
 = 

4

1
. Пусть событие В заключается в том, что будет вынута дама, 

P (В) = 
16

4
 = 

4

1
. Событие АВ заключается в том, что будет вынута или козырная 

карта или дама. Тогда P (АВ) = P (A) + P (A) – P (АВ). Событие АВ заключается 

в том, что будет вынута козырная дама. P (АВ) = 
16

1
.  

Итак, P (АВ) = 
4

1
 + 

4

1
 – 

16

1
 = 

16

7
, т. е. искомая вероятность равна 

16

7
. 

Можно рассуждать и иначе. Так как козырных карт 4 и дам 4 (из них одна 
козырная), то событию D — вынута козырная карта или дама — благоприятствует 

7 случаев. Следовательно, P (D) = 
16

7
. 

12.27. Имеется колода из 52 игральных карт. Из колоды наудачу вынимают 
одну карту. Какова вероятность, что будет вынута или козырная карта или дама? 

Пусть событие А заключается в том, что будет вынута козырная карта, P (A) 

= 
4

1
. Пусть событие В заключается в том, что будет вынута дама, P (В) = 

52

4
 = 

13

1
. 

Событие АВ заключается в том, что будет вынута или козырная карта, или 
дама. Тогда P (АВ) = P (A) + P (A) – P (АВ). Событие АВ заключается в том, что 

будет вынута козырная дама. P (АВ) = 
52

1
.  

Итак, P (АВ) = 
4

1
 + 

13

1
 – 

52

1
 = 

13

4
, т. е. искомая вероятность равна 

13

4
. 

Можно рассуждать и иначе. Так как козырных карт 13 и дам 4 (из них одна 
козырная), то событию D — вынута козырная карта или дама — благоприятствует 

16 случаев. Следовательно, P (D) = 
52

16  = 
13

4 . 

 
 

§ 13. Частота, условная вероятность события 
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13.1. Относительная частота события 

В данном пункте введены понятия относительной частоты события, 
статистической устойчивости относительных частот, приведены данные 
Бюффона и Пирсона о выпадении герба, полученные в больших сериях опытов с 
подбрасыванием монеты. Здесь же имеется разъяснение об аксиоматическом 
построении теории вероятностей, а также о различии между элементарной 
теорией вероятностей и общей теорией вероятностей.  

Решения и комментарии 
13.3. Пятеро учащихся при бросании монеты 50 раз получили следующие 

данные: 

Ученик Число бросаний Число выпадений 
герба 

Относительная частота 
выпадения герба  

1  
2 
3  
4  
5  

50 
50 
50 
50 
50 

27 
28 
23 
26 
24 

0,54 
0,56 
0,46 
0,52 
0,48 

Вычислите относительную частоту выпадания герба во всех 250 опытах.  
Решение. Для вычисления относительной частоты выпадания герба во всех 

250 опытах разделим количество выпаданий герба в этих опытах на число опытов: 
(27 + 28 + 23 + 26 + 24):250 = 0,512. 

13.2. Условная вероятность. Независимость событий 

В данном пункте введены понятия условной вероятности события B при 
условии, что произошло событие А. Это отношение числа случаев, 
благоприятствующих событию АВ, к числу случаев, благоприятствующих 
событию А. Его обозначают )(ВPА . Далее показана справедливость равенств: 

)()()( ВPАPABP А , ).()()( АPВPABP В  
)(

)(
)(

ВP

ABP
АPВ   (если Р (В) > 0) и 

)(

)(
)(

АP

ABP
ВPА   (если Р (А) > 0). 

Затем вводится понятие независимых событий А и В. Это такие события, 
для которых )()()( ВPАPABP  . 

Решения и комментарии 
13.5. Пусть бросается игральная кость. Событие А заключается в выпадении 

не более 4 очков, событие В — в выпадении нечетного числа очков. Вычислите 
вероятность: 

а) Р (А); б) Р (В); в) РВ (А); г) РА (В). 
Решение. Всего равновозможных и единственно возможных случаев 6 

(выпадение 1, 2, 3, 4, 5, 6 очков), из них благоприятствующих: событию А — 4 
случая (выпадение 1, 2, 3, 4 очков), событию В — 3 случая (выпадение 1, 3, 5 

очков), событию АВ — 2 случая (выпадение 1, 3 очков). P (АВ) = 
6

2
 = 

3

1
. 

а) Р (А) = 
6

4
 = 

3

2
;  б) Р (В) = 

6

3
 = 

2

1 ;  

в) 
)(

)(
)(

ВP

ABP
АPВ   = 

3

1
:

2

1  = 
3

2
;  

г) 
)(

)(
)(

АP

ABP
ВPА   = 

3

1
:

3

2
 = 

2

1 .  
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Замечание. Результаты, полученные при 
решении этой задачи можно 
проиллюстрировать (и даже получить их без 
изученных формул) с помощью кругов Эйлера 
(рис. 76).  

Вероятность события А при условии того, 

что наступило событие В есть РВ (А) = 
3

2
, так 

как событие А происходит в двух случаях, 
когда произошло событие В.  Рис. 76 

Вероятность события В при условии того, что наступило событие А есть 

РА (В) = 
4

2
 = 

2

1 , так как событие В происходит в двух случаях, когда произошло 

событие А. 
13.6. В ящике находятся 15 шаров: 7 белых и 8 черных, из них 3 белых шара 

и 2 черных помечены звездочками. Опыт состоит в том, что из ящика наугад 
вынимают один шар. Событие А заключается в том, что вынут белый шар, 
событие В — вынут черный шар, событие С — вынут шар, помеченный 
звездочкой. Вычислите вероятность: 

а) Р (А); б) Р (В); в) Р (С); г) РС (А); 
д) РС (В); е) РА (С);  ж) РВ (С); з) РВ (А). 
Решение. Всего равновозможных и единственно возможных случаев 7 + 8 =  

= 15 (вынут белый шар, или черный шар, или со звездочкой), из них благопри-
ятствующих: событию А — 7 случаев, событию В — 8 случаев, событию С — 5 
случаев, событию АВ — 0 случаев, событию АС — 3 случая, событию ВС — 2 

случая. Р (АС) = 
15

3 , Р (ВС) = 
15

2 . 

а) Р (А) = 
15

7
;  б) Р (В) = 

15

8
; в) Р (С) = 

15

5
 = 

3

1
; 

г) 
)(

)(
)(

СP

AСP
АPС   = 

15

3
:

3

1
 = 

5

3
; 

д) 
)(

)(
)(

СP

СBP
ВPС   = 

15

2
:

3

1
 = 

5

2 ; 

е) 
)(

)(
)(

АP

AСP
СPА   = 

15

3
:
15

7
 =

7

3 ;  

ж) 
)(

)(
)(

ВP

СBP
СPВ   = 

15

2
:
15

8
 = 

4

1 ;  

з) 
)(

)(
)(

ВP

ABP
АPВ   = 

15

0
:
15

8
 = 0.  Рис. 77 

Эти результаты можно проиллюстрировать с помощью кругов Эйлера (рис. 
77). 

13.10. Два стрелка стреляют по мишени. Вероятность поражения мишени 
первым стрелком равна 0,7, вторым — равна 0,8. Считая, что поражения мишени 
каждым из стрелков являются независимыми событиями, найдите вероятность 
события: 

а) мишень поразят оба стрелка; 
б) мишень поразит первый стрелок, но не поразит второй; 
в) мишень поразит второй стрелок, но не поразит первый; 
г) мишень не поразит ни один из стрелков; 
д) мишень поразит хотя бы один из стрелков? 
Решение. а) Для краткости первого стрелка обозначим А, второго — В. 

Пусть событие А — стрелок А попал в мишень, событие В — стрелок В попал в 
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мишень, событие АВ — попали оба, тогда событие А  — стрелок не попал в 
мишень, событие В  — стрелок B не попал в мишень, событие А В  — попал А, но 
не попал В, событие АВ — попал В, но не попал А, событие А В  — не попали 
оба, событие А В — попал хотя бы один стрелок. 

События А и В, А и В , А  и В, А  и В , независимы, поэтому:  
а) Р (АВ) = Р (А)Р (В) = 0,70,8 = 0,56;  
б) Р (А В ) = Р (А)Р ( В ) = 0,7(1 – 0,8) = 0,14.  
в) Р ( АВ) = Р ( А )Р (В) = (1 – 0,7)0,8 = 0,24;  
г) Р ( А В ) = Р ( А )Р ( В ) = (1 – 0,7)(1 – 0,8) = 0,06;  
д) Р (А В) = Р (А) + Р (В) – Р (АВ) = 0,7 + 0,8 – 0,56 = 0,94.  

§ 14. Математическое ожидание. Закон больших чисел 

14.1. Математическое ожидание 

В данном пункте введено понятие математического ожидания случайной 
величины х. Это число, обозначаемое )(xM , равное сумме произведений значений 

случайной величины на вероятности этих значений, т. е. 



m

i
ii pxxM

1

)( . 

Далее разъясняется, что математическое ожидание называют еще средним 
значением случайной величины или ее значение «в среднем». Приведены 
примеры задач, для решения которых используется понятие математического 
ожидания случайной величины.  

Решения и комментарии 
14.1. Рулетка имеет 38 номеров, выпадение каждого из которых 

единственно возможно и равновозможно. Если выпадет номер, на который 
поставил игрок, то он получает свою ставку обратно, плюс ту же сумму в 35-
кратном размере, если нет, то теряет свою ставку. Определите, сколько «в 
среднем» получает каждый игрок в одной игре при ставке в 19 рублей. 

Вероятность выигрыша в рулетку равна 
38

1 , а проигрыша — 
38

37 . Будем 

считать, что игрок получит x р., где x — случайная величина, принимающая 

значения x1 = 1936 и x2 = –19 соответственно с вероятностями 
38

1  и 
38

37 . Тогда 

математическое ожидание выигрыша равно М = 
38

1 3619 + 
38

37 (–19) = 
2

1
  р. 

Следовательно, каждый игрок получит в среднем 
2

1
  р., т. е. проиграет 0,5 рубля. 

Будем называть игру справедливой, если «в среднем» будет одинаковым 
число очков или денег, получаемых каждым игроком. Определите, является ли 
справедливой игра, описанная в следующей задаче (14.3 – 14.6):  

14.3. Подбрасывается две монеты. Игрок А получает 3 очка, если выпадает 
два герба, 0 очков в других случаях. Игрок В получает 2 очка, если выпадает герб 
и решка, 0 очков в других случаях. 

Выпишем все исходы, получаемые при броске двух монет: ОО, ОР, РО, РР. 

Вероятность выигрыша игрока А равна Р (А) = 
4

1 , а игрока В равна Р (В) = 
2

1 . 

Математическое ожидание выигрыша для игрока А равно МА = 3
4

1  = 
4

3 , а для 

игрока В — МВ = 2
2

1  = 1. МА < МВ — игра несправедливая.  
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14.5. Подбрасывается две игральные кости. Игрок А получает 6 очков, если 
выпадает сумма, не большая 7 очков, 0 очков в других случаях. Игрок В получает 
7 очков, если выпадает сумма большая 7 очков, 0 очков в других случаях.  

Число очков, выпадающее на двух кубиках будем обозначать двузначными 
числами от 11 до 66, в записи которых первая цифра обозначает число очков, 
выпавшее на первом кубике, вторая — на втором. 

Как нетрудно подсчитать, выигрышу игрока А благоприятствует 21 случай 
из 36: 

11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 51, 52, 61. 
Выигрышу игрока В благоприятствует 15 случаев из 36: 
26, 35, 36, 44, 45, 46, 53, 54, 55, 56, 62, 63, 64, 65, 66. 

Вероятность выигрыша игрока А равна Р (А) = 
36

21  = 
12

7 , а игрока В равна 

Р (В) = 
36

15  = 
12

5 . Математическое ожидание выигрыша для игрока А равно МА = 

6
12

7  + 0
12

5  = 

= 
12

42 , а для игрока В — МВ = 7
12

5  + 0
12

7  = 
12

35 .  

Так как МА > МВ, то игра несправедливая.  
14.7. Подбрасывается две монеты. Игрок А получает а очков, если выпадает 

два орла, 0 очков в других случаях. Игрок В получает b очков, если выпадает 
орел и решка, 0 очков в других случаях. Найдите отношение a:b, при котором эта 
игра станет справедливой. 

Вероятности выигрыша игроков А и В равны соответственно Р (А) = 
4

1  и 

Р (В) =
2

1 . Математическое ожидание выигрыша для игрока А равно МА = а
4

1  + 

0
4

3
, а для игрока В — МВ = b

2

1  + 0
2

1 . Чтобы игра стала справедливой, должно 

выполняться равенство МА = МВ. Это возможно только в случае а:b = 2:1.  
14.8. Задача Луки Пачоли (1494 г.). Двое игроков играют до трех 

выигрышей. После того как первый игрок выиграл две партии, а второй — одну, 
игра прервалась. Спрашивается, как справедливо разделить ставку 210 ливров 
(ливр — серебряная монета). 

В задачах на дележ ставки считается, что вероятность выигрыша в каждой 
партии для каждого игрока равна 0,5. Так как в худшем для первого игрока 
случае игра закончится после еще двух партий, то рассмотрим, какие случаи 
могли бы произойти, если бы игроки сыграли две партии (независимо от 
первоначальной договоренности): 

1) первый игрок выиграет обе партии; 2) первый игрок выиграет первую 
партию и проиграет вторую; 3) первый игрок проиграет первую партию и 
выиграет вторую; 4) первый игрок проиграет обе партии. 

По первоначальному соглашению всю игру выиграет первый игрок в трех 
случаях из четырех, второй лишь в одном. Следовательно, вероятность 

выигрыша первого игрока равна Р1 = 
4

3 , вероятность выигрыша второго игрока 

равна  

Р2 = 
2

1 
2

1  = 
4

1 . 

Из ставки С (210 ливров) игрок А получил бы хА р., где хА — случайная 

величина, которая принимает значение С с вероятностью 
4

3
 и значение 0 с 
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вероятностью 
4

1
, а игрок В получил бы хВ р., где хВ — случайная величина, 

которая принимает значение С с вероятностью 
4

1
 и значение 0 с вероятностью 

4

3
.  

Найдем математическое ожидание величин хА и хВ, т. е. найдем, сколько «в 
среднем» получил бы каждый игрок:  

М (хА) = СС
4

3

4

1
0

4

3
 ;   М (хВ) = СС

4

1

4

3
0

4

1
 . 

Следовательно, «в среднем» игроки разделили бы ставку в отношении 3:1, 
поэтому ставку 210 ливров надо разделить в отношении М (хА): М (хВ), = 3:1. 
Первый игрок должен получить 157,5 ливров, второй 52,5.  

14.9. Задача Пьера Ферма (1654 г.). Пусть до выигрыша всей встречи 
игроку А недостает двух партий, а игроку В — трех партий. Как справедливо 
разделить ставку, если игра прервана? 

Для выигрыша всей встречи игроку А осталось выиграть две партии, а 
игроку В — три. Для окончания игры достаточно провести 4 партии, так как в 
худшем случае для А он выиграет одну, а В — две партии и для выявления 
победителя потребуется еще одна партия. Для перебора всех возможных случаев 
составим таблицу выигрышей, где выигрыши партий игроками А и В обозначены 
соответственно буквами а и b. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
а 
а 
а 
а 

a 
a 
a 
b 

а 
а 
b 
а 

а 
b 
а 
а 

b 
а 
а 
а 

а 
а 
b 
b 

а 
b 
а 
b 

b 
а 
а 
b 

а 
b 
b 
а 

b 
а 
b 
а 

b 
b 
а 
а 

b 
b 
b 
а 

b 
b 
а 
b 

b 
а 
b 
b 

а 
b 
b 
b 

b 
b 
b 
b 

Из 16 возможных исходов 11 благоприятствуют выигрышу игрока А и 5 — 
выигрышу игрока В, следовательно, из ставки С (денежных единиц) игрок А 
получил бы хА р., где хА — случайная величина, которая принимает значение С с 

вероятностью 
16

11  и значение 0 с вероятностью 
16

5 , а игрок В получил бы хВ р., 

где хВ — случайная величина, которая принимает значение С с вероятностью 
16

5  

и значение 0 с вероятностью 
16

11 .  

Найдем математическое ожидание величин хА и хВ, т. е. найдем, сколько «в 
среднем» получил бы каждый игрок:  

М (хА) = СС
16

11

16

5
0

16

11
 ;   М (хВ) = СС

16

5

16

11
0

16

5
 . 

Поэтому надо разделить ставку в отношении М (хА) : М (хВ) = 11:5. 

Отметим, что такое решение было предложено П. Ферма в 1654 г. 

 

 

14.2. Сложный опыт 

В данном пункте введены понятия независимых опытов, сложных опытов. 
Решения и комментарии 
14.11. Что более правдоподобно — выпадение, по крайней мере, одной 

шестерки при 4-кратном бросании игральной кости или выпадение, по крайней 
мере, пары шестерок при 24-кратном одновременном бросании двух костей?  
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Вероятность того, что при четырехкратном бросании одной кости шестерка 

не появляется, равна 
4

6

5






 . Отсюда следует, что вероятность того, что при 

четырехкратном бросании одной кости шестерка появится хотя бы один раз, 
равна  

Р1 = .518,0
6

5
1

4







  

С другой стороны, вероятность того, что при одновременном бросании двух 

костей случится выпадение двух шестерок равна 
36

1
, не случится — 

36

35
. Но 

тогда, если этот опыт с бросанием двух костей повторить 24 раза, то вероятность 
того, что при этом появится хотя бы один раз пара шестерок равна 

Р1 = .491,0
36

35
1

24







  

Так как Р1 > Р2, то первое событие более правдоподобно (вероятнее) 
второго. 

14.12. В каждом из двух ящиков лежат одинаковые шары двух цветов. Опыт 
заключается в том, что из каждого ящика не глядя берут по одному шару. 
Известно, что вероятность взять белый шар из первого ящика равна а (0 < а < 1), 
а вероятность взять белый шар из второго ящика равна b (0 < b < 1). Какова 
вероятность того, что в результате опыта будут вынуты 

а) 2 белых шара; б) 2 черных шара; в) 1 белый шар и 1 черный шар? 
Решение. Пусть события А и В заключаются во взятии белого шара из 

первой и второй урны соответственно. По условию задачи Р (А) = а; Р (В) = b.  
а) Нас интересует вероятность события АВ. Так как события А и В 

независимы, то Р (АВ) = Р (А)Р (В) = ab. 
б) Нас интересует вероятность события А В . Так как события А  и В  

независимы и Р ( А ) = 1 – Р (А) = 1 – a, Р ( В ) = 1 – Р (В) = 1 – b, то Р ( А В ) = (1 – 
a)(1 – b) = 1 – a – b + ab.  

в) Нас интересует вероятность события АВ + А В . Так как события АВ и А В  
несовместны, то Р ( АВ + А В ) = Р ( АВ) + Р (А В ), а так как события А  и В, А и В  
независимы, то Р ( А )Р (В) + Р (А)Р ( В ) = (1 – a)b + a(1 – b) = a + b – 2ab.  

14.3. Формула Бернулли. Закон больших чисел  

Решения и комментарии 
14.13. Всхожесть семян некоторого растения равна 90 %. Найдите 

вероятность того, что из пяти посеянных семян взойдут:  а) 0;  б) 1;  в) 2; г) 4;
 д) 5. 

Решение. В данном примере р = 0,9, q = 1 – р = 0,1, тогда, применяя 
формулу (1)  
(с. 356 учебника), имеем: 

а) n = 5, k = 0. Тогда Р5 (0) = 0
5С (0,9)0(0,1)5   0,00001; 

б) n = 5, k = 1. Тогда Р5 (1) = 1
5С (0,9)1(0,1)4   0,00045; 

в) n = 5, k = 2. Тогда Р5 (2) = 2
5С (0,9)2(0,1)3   0,00081; 

г) n = 5, k = 4. Тогда Р5 (4) = 4
5С (0,9)4(0,1)1   0,32805; 

д) n = 5, k = 5. Тогда Р5 (5) = 5
5С (0,9)5(0,1)0   0,59049. 

14.14. Монета подбрасывается 10 раз. Вычислите вероятность выпадения 
герба: 

а) не более чем 2 раза; б) не более чем 3 раза. 
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Решение. а) Вероятность того, что при рассматриваемом нами десятикрат-
ном повторении опыта событие А (выпадение герба) произойдет 0, 1 или 2 раза, 
равна Р10 (0) + Р10 (1) + Р10 (2). Числа Р10 (0), Р10 (1), Р10 (2) вычислим по формуле 
(1) (с. 356 учебника): 

Р10 (0) = 0
10С (0,5)0(0,5)10 = 

1024

1 ; 

Р10 (1) = 1
10С (0,5)1(0,5)9 = 

1024

10 ; 

Р10 (2) = 2
10С (0,5)2(0,5)8 = 

1024

45 . 

Итак, Р10 (0) + Р10 (1) + Р10 (2) = 
1024

56    0,0547. 

б) Вероятность того, что при рассматриваемом нами десятикратном 
повторении опыта событие А (выпадение герба) произойдет 0, 1, 2 или 3 раза, 
равна Р10 (0) + Р10 (1) + Р10 (2) + Р10 (3). Числа Р10 (0), Р10 (1) и Р10 (2) мы нашли при 
выполнении задания а), число Р10 (3) вычислим по формуле (1) (с. 356 учебника): 

Р10 (3) = 3
10С (0,5)3(0,5)7 = 

1024

120 . 

Итак, Р10 (0) + Р10 (1) + Р10 (2) + Р10 (3) = 
1024

176    0,1719. 

14.16. Имеется тест из четырех заданий. К каждому из заданий даны 5 
ответов для выбора. Контролирующее устройство проверяет работу ученика по 
номерам выбранных ответов и выставляет отметку: 

«5» — за выбор верных ответов во всех четырех заданиях,  
«4» — за выбор верных ответов в любых трех заданиях, 
«3» — за выбор верных ответов в любых двух заданиях, 
«2» — за выбор верного ответа лишь в одном задании, 
«1» — за выбор неверных ответов во всех четырех заданиях. 
Ученик, не выполняя заданий, решил случайным образом указать номера 

верных ответов в каждом из них. Какова вероятность таким способом получить 
отметку: 

а) «5»; б) «4»; в) «3»; г) «2»; д) «1»? 
Решение. Пусть события А, В, С и D заключаются в угадывании ответа в 

заданиях 1, 2, 3, и 4 соответственно. При случайном выборе ответа Р (А) = Р (В) =  
= Р (С) = Р (D) = 0,2, тогда Р ( А ) = Р (В ) = Р (С ) = Р ( D ) = 0,8. 

а) Р (АВСD) = Р (А)Р (В)Р (С)Р (D) = (0,2)4 = 0,0016;  
б) события АВСD, АВ СD, АВС D, АВСD  независимы, вероятность каждого 

из них равна 0,8(0,2)3, а вероятность суммы этих четырех событий равна 
40,8(0,2)3 = 0,0256; 

в) события А В СD, АВС D, АВСD , АВ С D, АВ СD , АВС D  независимы, 
вероятность каждого из них равна (0,2)2(0,8)2, а вероятность суммы этих шести 
событий равна 6(0,2)2(0,8)2 =  0,1536;  

г) события А В С D, А В СD , АВС D , АВ С D  независимы, вероятность 
каждого из них равна 0,2(0,8)3, а вероятность суммы этих четырех событий равна 
40,2(0,8)3 =  0,4096;  

д) Р ( А В С D ) = (0,8)4 =  0,4096. 

Итоговая контрольная работа № 8 
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